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8. Îñíîâíè òåîðåìè íà

äè�åðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå:

òåîðåìè íà Ëàãðàíæ, �îë è

Êîøè

Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ. Íåêà �óíêöèÿòà

f(x) å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë

[a, b] è å äè�åðåíöèðóåìà â îòâîðåíèÿ èíòåð-

âàë (a, b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêàâà òî÷êà

c ∈ (a, b), ÷å äà å â ñèëà �îðìóëàòà

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) , (8.1)

íàðå÷åíà �îðìóëà íà Ëàãðàíæ.

Âåäíàãà ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî âúâ �îðìó-

ëàòà (8.1) ïîëîæèì a = x0 è b = x0+∆x, òàçè

�îðìóëà ïðèåìà âèäà

f(x0 +∆x)− f(x0) = f ′(c)∆x , (8.2)

êúäåòî c å òî÷êà ìåæäó x0 è x0+∆x. �àâåíñò-

âîòî (8.2) äàâà òî÷íà âðúçêà ìåæäó íàðàñòâà-

íèÿòà íà �óíêöèÿòà f(x) è íåéíèÿ àðãóìåíò.

Åòî çàùî �îðìóëàòà íà Ëàãðàíæ ñå íàðè÷à

îùå �îðìóëà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ. Òÿ ñå

ÿâÿâà àíàëîãúò íà �îðìóëàòà df = f ′(x0) dx,
êîÿòî å âÿðíà ñàìî çà áåçêðàéíî ìàëêè íàðàñ-

òâàíèÿ dx è dy. Êúäå ñå íàìèðà òî÷íî òî÷êàòà

c, îáà÷å, å íåèçâåñòíî. Ôîðìàëíàòà çàìÿíà íà

òî÷êàòà c ñ x0 â (8.2) � íåùî, êîåòî å îïðàâäà-

íî çà ìíîãî ìàëêè ñòîéíîñòè íà |∆x| � âîäè

äî ïðèáëèæåíîòî ðàâåíñòâî ∆f ≈ f ′(x0)∆x,

ò.å. ∆f ≈ df .

Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ å î÷åâèäíà îò ãåî-

ìåòðè÷íè è �èçè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Íàèñòè-

íà, àêî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâîòî

(8.1) ñ b − a (ïðè b 6= a), íèå ãî çàïèñâàìå â

åêâèâàëåíòíàòà �îðìà

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) . (8.3)

Îò Ôèãóðà 8.1 ñå âèæäà, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà íà

òîâà ðàâåíñòâî å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîå�èöè-

åíò mAB íà ñåêóùàòà AB, ìèíàâàùà ïðåç òî÷-

êèòå A(a, f(a)) è B(b, f(b)), à äÿñíàòà ìó ñòðà-
íà, ñúãëàñíî ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ïðîèç-

âîäíàòà, å ðàâíà íà úãëîâèÿ êîå�èöèåíòmℓ íà

äîïèðàòåëíàòà ℓ êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿ-

òà f(x) â òî÷êàòà C(c, f(c)). Åòî çàùî �îðìó-
ëàòà íà Ëàãðàíæ å åêâèâàëåíòíà íà ðàâåíñò-

âîòî mAB = mℓ, êîåòî íà ñâîé ðåä îçíà÷àâà,

Figure 1: Ñåêóùàòà AB ìîæå òàêà äà ñå ïðåíåñå óñïîðåäíî

íà ñåáå ñè, ÷å òÿ äà ñòàíå äîïèðàòåëíà êúì ãðà�èêàòà íà

�óíêöèÿòà â òî÷êàòà C(c, f(c))

÷å ñåêóùàòà AB è äîïèðàòåëíàòà ℓ ñà óñïîðåä-

íè. Ñëåäîâàòåëíî òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ èìà

ñëåäíèÿ ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë: Ñåêóùàòà AB

ìîæå òàêà äà ñå ïðåíåñå óñïîðåäíî íà ñåáå ñè,

÷å òÿ äà ñòàíå äîïèðàòåëíà êúì ãðà�èêàòà

íà �óíêöèÿòà â òî÷êà C, ÷èÿòî àáñöèñà c ñå

íàìèðà â èíòåðâàëà (a, b). Âåðíîñòòà íà òîâà
òâúðäåíèå å èíòóèòèâíî ÿñíà.

Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å ïðîìåíëèâàòà x

å âðåìåòî t, ò. å., �óíêöèÿòà s = f(t) å çà-

êîíúò íà äâèæåíèå íà òî÷êà â èíòåðâàëà îò

âðåìå [a, b]. Òîãàâà ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåí-

ñòâîòî (8.3) å ñðåäíàòà ñêîðîñò íà äâèæåíèå

v∗(a, b) â èíòåðâàëà [a, b], à äÿñíàòà ìó ñòðàíà,
ñúãëàñíî ìåõàíè÷íèÿ ñìèñúë íà ïðîèçâîäíà-

òà, å ðàâíà íà ñêîðîñòòà íà äâèæåíèåòî v(c)
íà òî÷êàòà â ìîìåíòà c. Åòî çàùî �îðìó-

ëàòà íà Ëàãðàíæ å åêâèâàëåíòíà íà ðàâåíñ-

òâîòî v∗(a, b) = v(c). Ñëåäîâàòåëíî òåîðåìà-

òà íà Ëàãðàíæ èìà ñëåäíèÿ ìåõàíè÷åí ñìè-

ñúë: Ïðè äâèæåíèåòî â èíòåðâàëà îò âðå-

ìå [a, b] íà åäíà òî÷êà (íàïðèìåð, àâòîìîáèë)
èìà ìîìåíò îò âðåìå t = c, â êîéòî òî÷-

êàòà ñå äâèæè ñúñ ñðåäíàòà ñè ñêîðîñò íà

äâèæåíèå â òîçè èíòåðâàë (ìàêàð ÷å â íÿ-

êîè ìîìåíòè òÿ ìîæå äà ñå äâèæè ñúñ ñêî-

ðîñò ïî-ìàëêà, à â äðóãè ïî-ãîëÿìà îò ñðåäíà-

òà ñêîðîñò) � �àêò, êîéòî å ñúùî èíòóèòèâíî

ÿñåí. Òîâà òúëêóâàíå íà òåîðåìàòà íà Ëàã-

ðàíæ îáÿñíÿâà çàùî òÿ ñå íàðè÷à îùå òåîðå-

ìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè â äè�åðåíöèàëíî-

òî ñìÿòàíå.
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Â ÷àñòíèÿò ñëó÷àé, êîãàòî f(a) = f(b), òåî-
ðåìàòà íà Ëàãðàíæ âîäè äî ñëåäíîòî òâúðäå-

íèå.

Òåîðåìà íà �îë. Íåêà �óíêöèÿòà f(x)
å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b],
äè�åðåíöèðóåìà å â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë

(a, b) è f(a) = f(b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà òà-

êàâà òî÷êà c ∈ (a, b), â êîÿòî f ′(c) = 0.
�åîìåòðè÷íî òåîðåìàòà íà �îë îçíà÷àâà, ÷å

èìà òî÷êà C(c, f(c)) îò ãðà�èêàòà íà �óíê-

öèÿòà, â êîÿòî äîïèðàòåëíàòà å óñïîðåäíà íà

àáñöèñíàòà îñ Ox.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å îáîáùåíèå íà òåîðå-

ìàòà íà Ëàãðàíæ çà äâå �óíêöèè.

Òåîðåìà íà Êîøè. Íåêà �óíêöèèòå f(x)
è g(x) ñà íåïðåêúñíàòè â çàòâîðåíèÿ èíòåð-

âàë [a, b], äè�åðåíöèðóåìè ñà â îòâîðåíèÿ èí-

òåðâàë (a, b) è g′(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a, b). Òîãàâà
ñúùåñòâóâà òàêàâà òî÷êà c ∈ (a, b), ÷å äà å â
ñèëà �îðìóëàòà

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
, (8.4)

íàðå÷åíà �îðìóëà íà Êîøè.

Íàèñòèíà, àêî g(x) = x, òî g′(x) = 1 è

îò �îðìóëàòà (8.4) âåäíàãà ñëåäâà �îðìóëàòà

Ëàãðàíæ, çàïèñàíà âúâ âèäà (8.3).
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