
5. ×àñòíè ïðîèçâîäíè è äè�åðåíöèàëè îò ïî-âèñîê

ðåä. Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿ íà äâå

ïðîìåíëèâè

5.1. ×àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å

�óíêöèÿòà u = f(M) = f(x1, . . . , xn) èìà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà
∂f

∂xi

îòíîñíî àðãóìåíòà

ñè xi â îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0, ò.å. âúâ âñÿêà òî÷êà M îò íÿêàêâà îêîëíîñò íà M0.

Òîãàâà òàçè ÷àñòíà ïðîèçâîäíà å ñúùî �óíêöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå x1, . . . , xn, äå�è-

íèðàíà â òàçè îêîëíîñò. Àêî ñå îêàæå, ÷å òàçè �óíêöèÿ

∂f

∂xi

(x1, . . . , xn) èìà ÷àñòíà

ïðîèçâîäíà îòíîñíî ïðîìåíëèâàòà ñè xj â òî÷êàòà M0, òÿ ñå íàðè÷à âòîðà ïðîèç-

âîäíà èëè ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò âòîðè ðåä íà �óíêöèÿòà u = f(x1, . . . , xn)

â òàçè òî÷êà îòíîñíî ïðîìåíëèâèòå ñè xi è xj (ïúðâî ïî xi, à ñëåä òîâà ïî xj) è ñå

îçíà÷àâà ñ

∂2f

∂xj∂xi

, ò.å.

∂2f

∂xj∂xi

(M0) =
∂

∂xj

(

∂f

∂xi

)

(M0) . (1)

Èçïîëçâàò ñå ñúùî è îçíà÷åíèÿòà

∂2u

∂xj∂xi

, f ′′

xixj
è u′′

xixj
. Àêî äâåòå ïðîìåíëèâè

ñà ðàçëè÷íè, ò.å. j 6= i, ïðîèçâîäíàòà
∂2f

∂xj∂xi

ñå íàðè÷à ñìåñåíà ÷àñòíà ïðîèç-

âîäíà . Àêî ïúê j = i, òàçè ïðîèçâîäíà ñå îçíà÷àâà ñ

∂2f

∂x2
i

èëè

∂2u

∂x2
i

, èëè ïúê f ′′

x2

i
èëè

u′′

x2

i
, è ñå íàðè÷à âòîðà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îòíîñíî àðãóìåíòà xi.

Ìîæåì äà ïðîäúëæèì è ïî-íàòàòúê. Àêî ñå îêàæå, ÷å âòîðàòà ÷àñòíà ïðîèç-

âîäíà

∂2f

∂xj∂xi

ñúùåñòâóâà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0 è òàçè ÷àñòíà ïðîèçâîäíà èìà

÷àñòíà ïðîèçâîäíà ïî àðãóìåíòà ñè xk, ìîæåì äà äå�èíèðàìå òðåòà ÷àñòíà ïðîèç-

âîäíà (èëè ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò òðåòè ðåä) â òàçè òî÷êà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

∂3f

∂xk∂xj∂xi

(M0) =
∂

∂xk

(

∂2f

∂xj∂xi

)

(M0). (2)

Àêî ïîíå äâå îò ïðîìåíëèâèòå xi, xj è xk ñà ðàçëè÷íè, òàçè ïðîèçâîäíà ñå íàðè-

÷à ñìåñåíà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà îò òðåòè ðåä. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äå�èíèðàò

÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ÷åòâúðòè, ïåòè è ò.í. ðåä. Ïîíÿêîãà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

ñå íàðè÷àò ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä.

Äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî ñëó÷àÿ íà �óíêöèÿ z = f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè.

Ïðè äè�åðåíöèðàíåòî íà ïúðâàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà

∂f

∂x
(x, y) ïî ïðîìåíëèâèòå x è

y ïîëó÷àâàìå äâå âòîðè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(

∂f

∂x

)

[

f ′′

x2 = (f ′

x)
′

x

]

,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(

∂f

∂x

)

[

f ′′

xy = (f ′

x)
′

y

]

, (3)

1
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à ïðè äè�åðåíöèðàíåòî íà ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà

∂f

∂y
(x, y) � îùå äâå ïðîèçâîäíè:

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(

∂f

∂y

)

[

f ′′

yx =
(

f ′

y

)

′

x

]

,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(

∂f

∂y

)

[

f ′′

y2 =
(

f ′

y

)

′

y

]

. (4)

(Â êâàäðàòíè ñêîáè ñà äàäåíè îïðåäåëåíèÿòà çà òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ÷ðåç èçïîë-

çâàíå íà àëòåðíàòèâíè îçíà÷åíèÿ. Äà îáúðíåì âíèìàíèå íà ðåäà íà ïðîìåíëèâèòå

ïðè äâàòà âèäà îçíà÷åíèÿ çà ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè.) Àêî ñåãà äè�åðåíöèðà-

ìå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä ïî àðãóìåíòèòå èì x è y, ùå ïîëó÷èì îáùî 8

÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò òðåòè ðåä (8 = 2.22 = 23), è ò.í.

Ïðèìåð 1 . Äà íàìåðèì ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè äî âòîðè ðåä âêëþ÷èòåëíî

íà �óíêöèÿòà f(x, y) = e3x cos 2y â ïðîèçâîëíà òî÷êà M(x, y) îò äå�èíèöèîííàòà

�è îáëàñò.

H Ôóíêöèÿòà å äå�èíèðàíà â öÿëàòà ðàâíèíà, ò.å. Df = R
2
. Çà ÷àñòíèòå �è

ïðîèçâîäíè îò ïúðâè ðåä èìàìå

∂f

∂x
(M) =

d

dx

(

e3x
)

cos 2y = 3e3x cos 2y,
∂f

∂y
(M) = e3x

d

dy
(cos 2y) = −2e3x sin 2y,

îòêúäåòî ïî �îðìóëèòå (3) è (4) â ïðîèçâîëíà òî÷êà M(x, y) íàìèðàìå

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(

3e3x cos 2y
)

= 9e3x cos 2y,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(

3e3x cos 2y
)

= −6e3x sin 2y,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(

−2e3x sin 2y
)

= −6e3x sin 2y,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(

−2e3x sin 2y
)

= −4e3x cos 2y,

Çàáåëÿçâàìå, ÷å â ãîðíèÿ ïðèìåð ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä ñà

ðàâíè:

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
, ò.å. òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íå çàâèñÿò îò ðåäà íà äè�åðåí-

öèðàíå. Ïðèìåðè íà �óíêöèè ïîêàçâàò, ÷å òîâà íåâèíàãè å òàêà. Â ñèëà å ñëåäíàòà

òåîðåìà, äàâàùà äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðàâåíñòâî íà âòîðèòå ñìåñåíè ÷àñòíè ïðîèç-

âîäíè íà �óíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Òåîðåìà 1. Àêî ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè

∂2f

∂y∂x
(x, y) è

∂2f

∂x∂y
(x, y) íà

�óíêöèÿòà z = f(x, y) ñúùåñòâóâàò â îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0(x0, y0) è ñà íåïðå-

êúñíàòè â M0, òî â òàçè òî÷êà òå ñà ðàâíè :

∂2f

∂y∂x
(M0) =

∂2f

∂x∂y
(M0). (5)

Äà îòáåëåæèì, ÷å çà øèðîê êëàñ îò �óíêöèè íå å íåîáõîäèìî äà ïðåñìÿòàìå

ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà, çà äà ïðîâåðÿâàìå äàëè

å èçïúëíåíî óñëîâèåòî íà òåîðåìà 1, ò.å. äàëè òå ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà.
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Íàïðèìåð, àêî åäíà �óíêöèÿ å åëåìåíòàðíà, òî âñè÷êè íåéíè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ñà

ñúùî åëåìåíòàðíè �óíêöèè, çà êîèòî çíàåì, ÷å ñà íåïðåêúñíàòè âúâ âñè÷êè òî÷êè,

â êîèòî òå ñà äå�èíèðàíè. Òàêàâà å íàïðèìåð �óíêöèÿòà f(x, y) = e3x cos 2y îò

ïðèìåð 1.

5.2. Äè�åðåíöèàëè îò ïî-âèñîê ðåä. Àêî �óíêöèÿòà z = f(x, y) å

äè�åðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà òî÷êà M(x, y) îò íÿêàêâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0(x, y),

òî íåéíèÿò äè�åðåíöèàë

df(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)dx+

∂f

∂y
(x, y)dy (6)

å �óíêöèÿ íà x è y, äå�èíèðàíà â òàçè îêîëíîñò. Òîé çàâèñè ñúùî è îò dx è dy.

Àêî ñåãà ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà f(x, y) èìà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò âòîðè ðåä â

îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0, êîèòî äà ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà, òî ÷àñòíèòå ïðîèç-

âîäíè îò ïúðâè ðåä

∂f

∂x
(x, y) è

∂f

∂y
(x, y) ñà äè�åðåíöèðóåìè �óíêöèè â òî÷êàòà M0.

Åòî çàùî òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå äè�åðåíöèàëèòå íà òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè,

à ñëåäîâàòåëíî è äè�åðåíöèàëà íà äè�åðåíöèàëà df â òàçè òî÷êà, ïðè óñëîâèå, ÷å

äè�åðåíöèàëèòå dx è dy íà íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè ñå ðàçãëåæäàò êàòî ïîñòîÿííè

ìíîæèòåëè. Îçíà÷àâàéêè ñåãà òîçè äè�åðåíöèàë è ïðîèçòè÷àùèòå îò íàìèðàíåòî

ìó äè�åðåíöèàëè íà íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè x è y ñúñ ñèìâîëà δ, ïîëó÷àâàìå

ïîñëåäîâàòåëíî

δ (df) (M0) = δ

(

∂f

∂x

)

dx+ δ

(

∂f

∂y

)

dx

=

(

∂2f

∂x2
δx+

∂2f

∂y∂x
δy

)

dx+

(

∂2f

∂x∂y
δx+

∂2f

∂y2
δy

)

dy

=
∂2f

∂x2
δxdx+ 2

∂2f

∂x∂y
(δydx+ δxdy) +

∂2f

∂y2
δydy ,

êúäåòî íàêðàÿ ñå ïîçîâàõìå íà ðàâåíñòâîòî íà ñìåñåíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ïðî-

èçòè÷àùî îò ïðåäïîëîæåíèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íà âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà

�óíêöèÿòà f â òî÷êàòà M0 è òåîðåìà 1. (Âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî-ãîðå âçåõìå â

òàçè òî÷êà.) Àêî ñåãà ïðèåìåì, ÷å íîâèòå äè�åðåíöèàëè δx è δy ñà ðàâíè íà ñúîòâåò-

íèòå äè�åðåíöèàëè dx è dy: δx = dx è δy = dy, ùå ïîëó÷èì ñëåäíàòà êâàäðàòè÷íà

�îðìà íà dx è dy:

d2f(M0) =
∂2f

∂x2
(M0)dx

2 + 2
∂2f

∂x∂y
(M0)dxdy +

∂2f

∂y2
(M0)dy

2 , (7)

êúäåòî ïðèåõìå îçíà÷åíèÿòà dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2 è d2f = δ(df).

Îïðåäåëåíèå 1. Äè�åðåíöèàëúò δ(df) íà ïúðâèÿ äè�åðåíöèàë df íà �óíê-

öèÿòà z = f(x, y) â òî÷êàòà M0, ðàçãëåæäàí ïðè δx = dx è δy = dy, ñå íàðè÷à âòî-
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ðè äè�åðåíöèàë íà �óíêöèÿòà f â òàçè òî÷êà è ñå îçíà÷àâà

ñ d2f èëè d2z.

Êàêòî âå÷å ïîêàçàõìå, âòîðèÿò äè�åðåíöèàë d2f èìà âèäà (7).

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äå�èíèðà òðåòè äè�åðåíöèàë d3f è ò.í. Âúîáùå,

àêî (k − 1)-âèÿò äè�åðåíöèàë dk−1f å âå÷å äå�èíèðàí, òî k-òèÿò äè�åðåíöèàë (èëè

äè�åðåíöèàëúò îò k-òè ðåä) dkf ñå äå�èíèðà êàòî äè�åðåíöèàëà íà (k − 1)-âèÿ

äè�åðåíöèàë:

dkf = δ
(

dk−1f
)

ïðè δx = dx è δy = dy. (8)

Çà äà ìîæå òîâà äà ñòàíå, å äîñòàòú÷íî äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè îò

k-òè ðåä íà �óíêöèÿòà f ñúùåñòâóâàò â îêîëíîñò íà ðàçãëåæäàíàòà òî÷êàM0, â êîÿòî

äå�èíèðàìå dkf , è ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà. Òîâà ïðåäïîëîæåíèå ãàðàíòèðà

äè�åðåíöèðóåìîñò íà âñè÷êè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò (k − 1)-âè ðåä íà �óíêöèÿòà.

Îñâåí òîâà, òîãàâà âñè÷êè ñìåñåíè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò k-òè ðåä íÿìà äà çàâèñÿò

îò ðåäà íà äè�åðåíöèðàíå.

Çàáåëÿçâàìå, ÷å èçðàçúò (7) çà âòîðèÿ äè�åðåíöèàë d2f ïðèëè÷à íà �îðìóëàòà

(a+ b)2 = a2+2ab+ b2 çà ïîâäèãàíå íà äâó÷ëåíà a+ b íà êâàäðàò. Òîâà íè ïîäñêàçâà,

÷å àêî çàïèøåì ñèìâîëè÷íî äè�åðåíöèàëà df (íàðè÷àí îùå ïúðâè äè�åðåíöèàë)

âúâ âèäà

df =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)

f , (9)

èçíàñÿéêè �îðìàëíî f èçâúí ñêîáè (âæ. èçðàçà ìó (6)), è âúâåäåì ñëåäíèòå ïðàâèëà

çà �óìíîæåíèå� :

(

∂

∂x

)2

=
∂2

∂x2
,

∂

∂x

∂

∂y
=

∂2

∂x∂y
è

(

∂

∂y

)2

=
∂2

∂y2
,

òî âòîðèÿò äè�åðåíöèàë d2f ìîæå ñèìâîëè÷íî äà ñå çàïèøå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí:

d2f =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)(2)

f , (10)

(Ñ öåë äà ïîä÷åðòàåì ñèìâîëè÷íèÿ õàðàêòåð íà òîâà ðàâåíñòâî òóê çàïèñàõìå ñòå-

ïåííèÿ ïîêàçàòåë â ñêîáè, íî òîâà ìîæå äà íå ñå ïðàâè.)

Îêàçâà ñå, ÷å ñëåäâàùèòå äè�åðåíöèàëè îò ïî-âèñîê ðåä, ìàêàð äà èìàò çíà-

÷èòåëíî ïî-ñëîæåí âèä, ìîãàò ñúùî ñèìâîëè÷íî äà ñå çàïèøàò âúâ âèäà

dkf =

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)(k)

f, k = 1, 2, 3, . . . . (11)

Çà äà çàïèøåì èçðàçà çà k-òèÿ äè�åðåíöèàë dkf , òðÿáâà ïðîñòî äà ñè ñïîìíèì �îð-
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ìóëàòà çà íþòîíîâèÿ áèíîì:

(a+ b)k =

k
∑

j=0

C
j
ka

k−jbj , êúäåòî C
j
k =

(

k

j

)

=
k!

j!(k − j)!

ñà áèíîìíèòå êîå�èöèåíòè. Íàïðèìåð çà òðåòèÿ äè�åðåíöèàë d3f èìàìå

d3f =
∂3f

∂x3
dx3 + 3

∂3f

∂x2∂y
dx2dy + 3

∂3f

∂x∂y2
dxdy2 +

∂3f

∂y3
dy3 . (12)

Ïî íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå âúâåæäàò äè�åðåíöèàëè îò ïî-âèñîê ðåä íà

�óíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) íà n ïðîìåíëèâè. Íåéíèÿò k-òè äè�åðåíöèàë dkf ìîæå

äà ñå çàïèøå â àíàëîãè÷íàòà ñèìâîëè÷íà �îðìà

dkf =

(

∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + · · ·+

∂

∂xn

dxn

)(k)

f, k = 1, 2, 3, . . . . (13)

Íàïðèìåð âòîðèÿò äè�åðåíöèàë d2f å ñèìåòðè÷íà êâàäðàòè÷íà �îðìà íà äè�åðåí-

öèàëèòå dx1, dx2, . . . , dxn íà íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè:

d2f =
∂2f

∂x2
1

dx2
1 + 2

∂2f

∂x1∂x2

dx1dx2 +
∂2f

∂x2
2

dx2
2 + 2

∂2f

∂x1∂x3

dx1dx3 + 2
∂2f

∂x2∂x3

dx2dx3

+
∂2f

∂x2
3

dx2
3 + · · ·+ 2

∂2f

∂xn−1∂xn

dxn−1dxn +
∂2f

∂x2
n

dx2
n ,

ò.å.

d2f =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

aij dxidxj , êúäåòî aij = aj i =
∂2u

∂xi∂xj

. (14)

5.3. Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåí-

ëèâè.

6.1.1. Îïðåäåëåíèå è íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Íåêà �óíêöèÿòà

u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn)

å äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D ⊂ R
n
è M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) å òî÷êà îò D.

Îïðåäåëåíèå. Êàçâàìå, ÷å �óíêöèÿòà u = f(M) èìà ëîêàëåí ìèíèìóì

(ìàêñèìóì) â òî÷êàòà M0, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò U(M0) íà òî÷êàòà

M0, ÷å çà âñÿêà òî÷êà M ∈ U(M0) ∩D å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

f(M) ≥ f(M0) ( f(M) ≤ f(M0) ) .

Àêî ïîñëåäíèòå ðàâåíñòâà ñà ñòðîãè ïðè M 6= M0, êàçâàìå, ÷å �óíêöèÿòà u = f(M)
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èìà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â òî÷êàòà M0.

yx

z

O

(a)

x

y
O

3

z

(b)

Ôèã. 5.1. (à) �ðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà f(x, y) =
√

x2 + y2 e êîíóñ. Ôóíêöèÿòà èìà

ëîêàëåí ìèíèìóì â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0), êîéòî å ðàâåí íà 0. (b) �ðà�èêàòà

íà �óíêöèÿòà f(x, y) = 3−x2+ y2 e ðîòàöèîíåí ïàðàáîëîèä. Ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí

ìàêñèìóì â íà÷àëîòî O(0, 0), êîéòî å ðàâåí íà 3.

Àêî �óíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì èëè ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà M0,

êàçâàìå, ÷å òÿ èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà. Ïðèìåðè çà �óíêöèè, èìàùè

ëîêàëíè åêñòðåìóìè ñà äàäåíè íà �èã. 5.1. Ïî-íàòàòúê, çà äà ìîæåì äà ïðèëî-

æèì àïàðàòà íà äè�åðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå, ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å òî÷êèòå íà ëîêàëåí

åêñòðåìóì ñà âúòðåøíè òî÷êè íà äå�èíèöèîííàòà îáëàñò D íà �óíêöèÿòà.

Òåîðåìà 1. Àêî �óíêöèÿòà u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) èìà â òî÷êàòà

M0 ëîêàëåí åêñòðåìóì è â òàçè òî÷êà ñúùåñòâóâà ÷àñòíàòà ïðîèçâîäíà îòíîñíî

ïðîìåíëèâàòà xk, òî
∂f

∂xk

(M0) = 0.

Ñëåäñòâèå. Àêî �óíêöèÿòà u = f(M) = f(x1, . . . , xn) èìà â òî÷êàòà M0

ëîêàëåí åêñòðåìóì è å äè�åðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà, òî ïúðâèÿò äè�åðåíöèàë íà

�óíêöèÿòà â òî÷êàòà M0 ñå àíóëèðà:

du(M0) =
∂f

∂x1
(M0) dx1 +

∂f

∂x2
(M0) dx2 + · · ·+

∂f

∂xn

(M0) dxn = 0 (15)

çà ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà äè�åðåíöèàëèòå dx1, . . . , dxn íà íåçàâèñèìèòå ïðî-

ìåíëèâè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ùîì �óíêöèÿòà u = f(M) å äè�åðåíöèðóåìà

â òî÷êàòà M0, òî òÿ èìà âñè÷êè ñâîè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè

∂f

∂xk

, k = 1, 2, . . . , n, â òàçè

òî÷êà. Íî òîãàâà ñïîðåä òåîðåìà 1 òå ñå àíóëèðàò, ò. å.

∂f

∂x1

(M0) = 0,
∂f

∂x2

(M0) = 0, . . . ,
∂f

∂xn

(M0) = 0 . (16)
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Îò èçðàçà çà ïúðâèÿ äè�åðåíöèàë íà �óíêöèÿòà u = f(M) âåäíàãà çàêëþ÷àâàìå, ÷å

ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (16) å åêâèâàëåíòíà íà ðàâåíñòâîòî (15). ◭

Òî÷êèòå, â êîèòî ïúðâèÿò äè�åðåíöèàë å ðàâåí íà íóëà, ñå íàðè÷àò ñòàöèî-

íàðíè òî÷êè. Çà íàìèðàíåòî èì å íåîáõîäèìî äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (16)

îòíîñíî êîîðäèíàòèòå èì x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n. Ñëåäâà äà ïîä÷åðòàåì, ÷å ðàâåíñòâàòà (16)

ñà ñàìî íåîáõîäèìè, íî íå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëåí åêñòðåìóì (äàæå è â

ñëó÷àÿ íà �óíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà). Íàïðèìåð òî÷êàòà O(0, 0) å ñòàöèîíàðíà

çà �óíêöèÿòà f(x, y) = y2 − x2
, íî òÿ íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, òúé êàòî

f(0, 0) = 0, à â ïðîèçâîëíî ìàëêà îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà �óíêöèÿòà ïðèåìà êàêòî

ñòðîãî ïîëîæèòåëíè, òàêà è ñòðîãî îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, âæ. �èã. 5.2. Òî÷êèòå

îò ãðà�èêàòà íà åäíà äè�åðåíöèðóåìà �óíêöèÿ z = f(x, y), êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà

ñòàöèîíàðíè òî÷êè, â êîèòî �óíêöèÿòà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ñå íàðè÷àò ñåäëîâè

òî÷êè íà ïîâúðõíèíàòà z = f(x, y).

x

y

z

O

Ôèã. 5.2. Êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0) íà

ðàâíèíàòà Oxy å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà �óí-

êöèÿòà f(x, y) = y2 − x2, íî â òàçè òî÷êà

�óíêöèÿòà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Òî÷êà-

òà O(0, 0, 0) â ïðîñòðàíñòâîòî Oxyz å ñåäëîâà

òî÷êà íà ïîâúðõíèíàòà z = y2 − x2.

Ùå îòáåëåæèì ñúùî, ÷å åäíà

�óíêöèÿ ìîæå äà èìà ëîêàëåí åêñò-

ðåìóì â åäíà òî÷êà, íî â òàçè òî÷êà

òÿ äà íÿìà ïúðâè ÷àñòíè ïðîèçâîä-

íè. Òàêàâà å, íàïðèìåð, �óíêöèÿòà

z =
√

x2 + y2, ÷èÿòî ãðà�èêà å ïî-

êàçàíà íà �èã. 5.1(à). Òàçè �óíêöèÿ

èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â êîîðäèíàòíî-

òî íà÷àëî O(0, 0), íî â òàçè òî÷êà íå

ñúùåñòâóâà íèêîÿ îò ïúðâèòå �è ÷àñ-

òíè ïðîèçâîäíè. (Ïðîâåðåòå !). Ñòà-

öèîíàðíèòå òî÷êè è òî÷êèòå, â êîèòî

åäíà �óíêöèÿ íå å äè�åðåíöèðóåìà,

ñå íàðè÷àò êðèòè÷íè òî÷êè èëè òî÷-

êè íà âúçìîæåí åêñòðåìóì.

Âñÿêà ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà

�óíêöèÿòà u = f(M) å âúçìîæíî äà

áúäå òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Çà

äà óñòàíîâèì äàëè òÿ å òî÷êà íà ëî-

êàëåí åêñòðåìóì èëè íå å, òðÿáâà äà

ðàçïîëàãàìå ñ äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà

ëîêàëåí åêñòðåìóì.

5.3.2. Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Çíàåì, ÷å àêî çà

âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà åäíà �óíêöèÿ f(x) íà åäíà ïðîìåíëèâà â ñòàöèîíàðíà òî÷êà

x0 èìàìå f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0), òî â òàçè òî÷êà òÿ èìà ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì
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(ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì). Çà �óíêöèÿ u = f(M) íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè �îðìó-

ëèðàíåòî íà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñå îñíîâàâà íà èçñëåäâàíåòî

íà âòîðèÿ �è äè�åðåíöèàë d2f â ðàçãëåæäàíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà M0. Äà íàïîì-

íèì, ÷å òîé ïðåäñòàâëÿâà êâàäðàòè÷íà �îðìà íà äè�åðåíöèàëèòå dx1, dx2, . . . , dxn

íà íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè x1, x2, . . . , xn, ò.å.

d2f(M0) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

aij dxidxj , (17)

êúäåòî

aij = aj i =
∂2f

∂xi∂xj

(M0) . (18)

Çà �óíêöèÿ z = f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè èìàìå

d2f(M0) = a11 (dx)
2 + 2 a12 dxdy + a22 (dy)

2 ,

êúäåòî

a11 =
∂2f

∂x2
(M0), a12 =

∂2f

∂x∂y
(M0), a22 =

∂2f

∂y2
(M0) (19)

�ëàâíèòå ìèíîðè íà ìàòðèöàòà A =

(

a11 a12

a12 a22

)

íà òàçè êâàäðàòè÷íà �îðìà ñà

∆1(M0) = a11 è ∆(M0) = ∆2(M0) = a11 a22 − a212 . (20)

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ïðè ∆2(M0) > 0 òàçè êâàäðàòè÷íà �îðìà å çíàêîîïðåäå-

ëåíà: ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà å ïðè ∆1(M0) > 0 è îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà � ïðè

∆1(M0) < 0. Ìîæå ñúùî äà ñå ïîêàæå, ÷å ïðè ∆2(M0) < 0 âòîðèÿò äè�åðåíöèàë å

çíàêîïðîìåíëèâà êâàäðàòè÷íà �îðìà. Îò òåçè è äðóãè ïî-îáùè òâúðäåíèÿ ìîæå äà

èçâåäå ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåêà �óíêöèÿòà z = f(M) = f(x, y) èìà íåïðåêúñíàòè âòîðè

÷àñòíè ïðîèçâîäíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0(x0, y0), êîÿòî å ñòàöèîíàðíà òî÷êà

çà �óíêöèÿòà. Òîãàâà:

1. Àêî ∆(M0) > 0, òî �óíêöèÿòà f(x, y) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà M0;

ïðè òîâà,

à) àêî a11 < 0, åêñòðåìóìúò å ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì,

á) àêî a11 > 0, åêñòðåìóìúò å ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì.

2. Àêî ∆(M0) < 0, òî �óíêöèÿòà f(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà

M0.
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Çàáåëåæêà. Àêî ∆(M0) = 0, òî â òî÷êàòà M0 �óíêöèÿòà f(x, y) ìîæå äà

èìà, íî ìîæå è äà íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Â òîâà íè óáåæäàâà ðàçãëåæäàíåòî

íà �óíêöèèòå f(x, y) = x2 + y4 è g(x, y) = x2 − y4. Â îáùàòà èì ñòàöèîíàðíà òî÷êà

O(0, 0) èìàìå ∆(O) = 0 è çà äâåòå �óíêöèè, íî f(x, y) èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â

òî÷êàòà O(0, 0), à g(x, y) íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà.

Ïðèìåð 1. Äà íàìåðèì ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà �óíêöèÿòà

f(x, y) = x3 + 12xy2 − 15x− 24y .

◮ Ôóíêöèÿòà å äè�åðåíöèðóåìà â öÿëàòà ðàâíèíà R
2
. Çà ïúðâèòå �è ÷àñòíè

ïðîèçâîäíè ïîëó÷àâàìå

∂f

∂x
= 3x2 + 12y2 − 15,

∂f

∂y
= 24xy − 24 .

Òîãàâà çà ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ çà îïðåäåëÿíå íà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè èìàìå

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂f

∂x
(x, y) = 0

∂f

∂y
(x, y) = 0

⇐⇒

∣

∣

∣

∣

∣

x2 + 4y2 − 5 = 0

xy − 1 = 0 .

Îò âòîðîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå y =
1

x
è ãî çàìåñòâàìå â ïúðâîòî. Òîâà âîäè

äî ïîëó÷àâàíå íà áèêâàäðàòíîòî óðàâíåíèå x4 − 5x2 + 4 = 0, êîåòî ñå ñâåæäà äî

êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå t2 − 5 t + 4 = 0 ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà t = x2
. Íà ðåøåíèåòî

ìó t1 = 1 è t2 = 4 ñúîòâåòñòâà ðåøåíèåòî x1 = −1, x2 = 1 è x3 = −2, x4 = 2

íà áèêâàäðàòíîòî óðàâíåíèå, íà êîåòî ïúê ñïîðåä âðúçêàòà y =
1

x
ñúîòâåòñòâàò

y1 = −1, y2 = 1 è y3 = −
1

2
, y4 =

1

2
. Ñëåäîâàòåëíî ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè çà �óíêöèÿòà

ñà ñëåäíèòå: M1(−1,−1), M2(1, 1), M3

(

−2,−
1

2

)

è M4

(

2,
1

2

)

.

Çà âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà �óíêöèÿòà â ïðîèçâîëíà òî÷êà M(x, y) ïî-

ëó÷àâàìå

a11(M) =
∂2f

∂x2
(x, y) = 6x, a12(M) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 24y, a22(M) =

∂2f

∂y2
(x, y) = 24x,

îòêúäåòî íàìèðàìå

∆(M) = a11 a22 − a212 = 144(x2 − 4y2) .

Çà òî÷êèòå M1(−1,−1) è M2(1, 1) èìàìå ∆(M1) = ∆(M2) = 144(1 − 4) < 0, îòêú-

äåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å òåçè ñòàöèîíàðíè òî÷êè íå ñà òî÷êè íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà

�óíêöèÿòà. Çà òî÷êèòå M3

(

−2,−
1

2

)

è M4

(

2,
1

2

)

îáà÷å èìàìå ∆(M3) = ∆(M4) =



10 5. ×àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿ

144(4− 1) > 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å òå ñà òî÷êè íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà �óíêöèÿòà.

Òúé êàòî a11(M3) = −12 < 0, òî â òî÷êàòà M3 �óíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì,

÷èÿòî ñòîéíîñò å ðàâíà íà f(M3) = f
(

−2,−
1

2

)

= 28. Çà òî÷êàòà M4 å èçïúëíåíî

a11(M4) = 12 > 0 è çàòîâà â òàçè òî÷êà �óíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì, ÷èÿòî

ñòîéíîñò å ðàâíà íà f(M4) = f
(

2,
1

2

)

= −28. ◭


