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1. Ôóíêöèè íà åäíà

íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà -

îñíîâíè ïîíÿòèÿ. Íÿêîè

âèäîâå �óíêöèè

1.1. Ïîíÿòèå çà �óíêöèÿ. Íà÷è-

íè çà çàäàâàíå íà �óíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà X è Y ñà ìíîæåñòâà

îò ðåàëíè ÷èñëà (X, Y ⊂ R) è íåêà ïî íÿêàê-

âî ïðàâèëî (èëè çàêîí) f íà âñÿêî ÷èñëî x
îò ìíîæåñòâîòî X å ñúïîñòàâåíî åäèíñòâåíî

÷èñëî y îò ìíîæåñòâîòî Y . Òîâà ïðàâèëî f
ñå íàðè÷à �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â ìíîæåñò-

âîòî X è ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â ìíîæåñòâîòî

Y . Êàçâà ñå îùå, ÷å f å èçîáðàæåíèå íà X â

Y . Òîãàâà y ñå íàðè÷à îáðàç íà x. Çàïèñâàìå
y = f(x) èëè îùå y = y(x).

Â îïðåäåëåíèåòî x ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êà-
òî ïðîìåíëèâà âåëè÷èíà, ïðîáÿãâàùà íåçàâè-

ñèìî îò y ìíîæåñòâîòî X . Åòî çàùî x ñå íà-

ðè÷à íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà èëè àðãóìåíò íà

�óíêöèÿòà, à ñúîòâåòíèÿò �è îáðàç y � çàâèñè-
ìà ïðîìåíëèâà, ñòîéíîñò íà �óíêöèÿòà èëè

ñàìî �óíêöèÿ. Ìíîæåñòâîòî X ñå íàðè÷à äå-

�èíèöèîííà îáëàñò íà �óíêöèÿòà f , êîåòî ùå
îçíà÷àâàìå îùå ñ Df , ò.å. Df = X .

Ìíîæåñòâîòî

Rf = {f(x)| x ∈ Df} ,

ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè ñòîéíîñòè y = f(x), êî-
èòî �óíêöèÿòà f ïðèåìà, êîãàòî x ïðîáÿãâà

äå�èíèöèîííàòà �è îáëàñò Df , ñå íàðè÷à ìíî-

æåñòâî îò ñòîéíîñòè íà �óíêöèÿòà f .

Ìíîæåñòâîòî

Γf = {M(x, f(x))| x ∈ Df} ,

ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè òî÷êèM(x, f(x)) â ðàâ-
íèíàòà Oxy, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî x ïðî-
áÿãâà äå�èíèöèîííàòà îáëàñò Df , ñå íàðè÷à

ãðà�èêà íà �óíêöèÿòà f .
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Ôèã. 1

Íàïðèìåð, ãðà�èêàòà íà êâàäðàòíàòà �óí-

êöèÿ y = x2 å ïàðàáîëà, âæ. �èã. 1. Ôóí-

êöèÿòà å íàâñÿêúäå äå�èíèðàíà, ò.å. Df =
R = (−∞,+∞). Òúé êàòî âèíàãè x2 ≥ 0, òî
ìíîæåñòâîòî �è îò ñòîéíîñòè Rf å èíòåðâàëúò

[0,+∞).
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Ôèã. 2

�ðà�èêàòà íà åäíà �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â

èíòåðâàë (a, b), å îáèêíîâåíî ëèíèÿ â ðàâíèíà-
òà. Íå âñÿêà ëèíèÿ â ðàâíèíàòà, îáà÷å, å ãðà-

�èêà íà �óíêöèÿ. Íàïðèìåð, îêðúæíîñòòà ñ

óðàâíåíèå x2 + y2 = R2
íå å ãðà�èêà íà �óí-

êöèÿ, òúé êàòî ÷ðåç îêðúæíîñòòà íà âñÿêî x
îò èíòåðâàëà (−R,R) ñå ñúïîñòàâÿò äâå ÷èñëà:
y1 =

√
R2 − x2 è y2 = −

√
R2 − x2 - ðåøåíèÿòà

îòíîñíî y íà óðàâíåíèåòî x2 + y2 = R2
, âæ.

�èã. 2. Ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî çà �óíêöèÿ

íà âñÿêî �èêñèðàíî x = x0 ÷ðåç ãðà�èêàòà

�è òðÿáâà äà ñå ñúïîñòàâè åäèíñòâåíî y0. Òî-

âà ãåîìåòðè÷íî îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà âåðòèêàëíà
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ïðàâà x = x0 ïðåñè÷à ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿ-
òà ñàìî â åäíà òî÷êà.

Èìà òðè îñíîâíè íà÷èíà çà çàäàâàíå íà

�óíêöèÿ:

1. Àíàëèòè÷åí íà÷èí: �óíêöèÿòà ñå çàäàâà

ñ ïîìîùòà íà åäíà èëè íÿêîëêî �îðìóëè. Íà

ñâîé ðåä òîâà çàäàâàíå ìîæå äà áúäå ÿâíî,

íåÿâíî èëè ïàðàìåòðè÷íî.

à) ÿâíî çàäàâàíå: �óíêöèÿòà ñå çàäàâà

÷ðåç �îðìóëà îò âèäà y = f(x), ÷èÿòî äÿñ-

íà ñòðàíà íå ñúäúðæà y. Íàïðèìåð, y = x2,
y =

√
1− x2, y = sin3 x è ò. í. Òàêèâà ùå

áúäàò ïî÷òè âñè÷êè �óíêöèè, êîèòî ùå ðàçã-

ëåæäàìå. Ôóíêöèÿ, çàäàäåíà ïî òîçè íà÷èí,

ñå íàðè÷à ÿâíà.

á) íåÿâíî çàäàâàíå: �óíêöèÿòà ñå çàäà-

âà ÷ðåç óðàâíåíèå îò âèäà F (x, y) = 0, êîåòî
íå å ðåøåíî îòíîñíî y. Çà äà èçðàçèì ÿâíà

�óíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåíà íåÿâíî îò òî-

âà óðàâíåíèå, òðÿáâà äà ãî ðåøèì îòíîñíî y.
Ôóíêöèÿ, çàäàäåíà ïî òîçè íà÷èí, ñå íàðè÷à

íåÿâíà.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèåòî x2 + y2 = R2
çà-

äàâà íåÿâíî äâå �óíêöèè y =
√
R2 − x2 è

y = −
√
R2 − x2, äå�èíèðàíè â èíòåðâàëà

[−R,R], ÷èèòî ãðà�èêè ñà íåïðåêúñíàòè ëè-

íèè: ãîðíàòà ïîëóîêðúæíîñò íà �óíêöèÿòà

y =
√
R2 − x2 è äîëíàòà � íà y = −

√
R2 − x2,

âæ. �èã. 2.

â) ïàðàìåòðè÷íî çàäàâàíå: �óíêöèÿòà y
íà àðãóìåíòà ñè x ñå çàäàâà ñ ïîìîùòà íà äâå

�óíêöèè

x = ϕ(t), y = ψ(t), (4.1)

÷èéòî àðãóìåíò t, èçìåíÿù ñå â èíòåðâàë

[α, β], ñå íàðè÷à ïàðàìåòúð. Ìíîãî ÷åñòî ïà-

ðàìåòúðúò t èìà �èçè÷åñêè ñìèñúë íà âðåìå,

à óðàâíåíèÿòà (4.1) ñå ðàçãëåæäàò êàòî óðàâ-

íåíèÿ, çàäàâàùè çàêîíà íà äâèæåíèå íà òî÷êà

M(x, y) â ðàâíèíàòà Oxy.
Ïðèìåð. Òî÷êàM(x, y) ñå äâèæè ïî çàêîíà

x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0, π].

Ñëåä êàòî ïîâäèãíåì íà êâàäðàò äâåòå ñòðà-

íè íà òåçè óðàâíåíèÿ è ñëåä òîâà ãè ñúáåðåì,

ùå èçêëþ÷èì âðåìåòî t, ïîëó÷àâàéêè óðàâíå-
íèåòî x2 + y2 = R2

. Òúé êàòî −R ≤ x ≤ R
è y ≥ 0 ïðè t ∈ [0, π], òî òðàåêòîðèÿòà íà

òî÷êàòà å ãîðíàòà ïîëóîêðúæíîñò, êîåòî îçíà-

÷àâà, ÷å ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíàòà �óíêöèÿ å

y =
√
R2 − x2, âæ. �èã. 2.

2. Òàáëè÷åí íà÷èí: �óíêöèÿòà ñå çàäàâà

ñ ïîìîùòà íà òàáëèöà, ñúäúðæàùà ñòîéíîñ-

òèòå íà àðãóìåíòà è ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè

íà �óíêöèÿòà. Íàïðèìåð, êàòî ðåçóëòàò íà

èçìåðâàíèÿ ìîæå äà ñå íàïðàâè òàáëèöà, èç-

ðàçÿâàùà çàâèñèìîñòòà íà òåìïåðàòóðàòà îò

íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà.

3. �ðà�è÷åí íà÷èí: �óíêöèÿòà ñå çàäàâà

÷ðåç íåéíàòà ãðà�èêà, ïîñòðîåíà â äàäåíà êî-

îðäèíàòíà ñèñòåìà.

1.2 Íÿêîè âèäîâå �óíêöèè

1.2.1 ×åòíè è íå÷åòíè �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè-
÷à ÷åòíà, àêî çà âñÿêî x îò äå�èíèöèîííàòà

�è îáëàñò å èçïúëíåíî f(−x) = f(x).

�ðà�èêàòà íà âñÿêà ÷åòíà �óíêöèÿ å ñèìåò-

ðè÷íà îòíîñíî îðäèíàòíàòà îñ Oy, âæ. �èã. 3.
Íàïðèìåð, ÷åòíè �óíêöèè ñà y = x0 = 1, y =
x2, y = cos x.

−x x x

y

O

y = f(x)

Ôèã. 3

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè-
÷à íå÷åòíà, àêî çà âñÿêî x îò äå�èíèöèîííàòà
�è îáëàñò å èçïúëíåíî f(−x) = −f(x).
�ðà�èêàòà íà âñÿêà íå÷åòíà �óíêöèÿ å ñè-

ìåòðè÷íà îòíîñíî êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O,
âæ. �èã. 4. Íàïðèìåð, íå÷åòíè �óíêöèè ñà

y = x, y = x3, y = sin x, y = tg x.
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Ôèã. 4

1.2.2 Ìîíîòîííè �óíêöèè

Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äå�èíèðàíà â èíòåð-
âàëà (a, b).
Îïðåäåëåíèå 4. �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè-

÷à ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a, b), àêî
çà âñåêè äâå ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî x1 < x2,
å èçïúëíåíî

f(x1) ≤ f(x2), (4.2a)

ò.å. ñòîéíîñòèòå íà f(x) íàðàñòâàò ñ íàðàñò-

âàíåòî íà àðãóìåíòà �è x, âæ. �èã. 5.
Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à ìî-

íîòîííî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a, b), àêî
çà âñåêè äâå ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî x1 < x2,
å èçïúëíåíî

f(x1) ≥ f(x2), (4.2b)

ò.å. ñòîéíîñòèòå íà f(x) íàìàëÿâàò ñ íàðàñò-
âàíåòî íà àðãóìåíòà �è x, âæ. �èã. 6. Àêî íå-

ðàâåíñòâîòî (4.2à) å ñòðîãî, ò.å. f(x1) < f(x2),
�óíêöèÿòà ñå íàðè÷à ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñ-

òÿùà, à àêî (4.2b) å ñòðîãî, ò.å. f(x1) > f(x2)
� ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà.

�ðà�èêàòà íà åäíà ìîíîòîííî ðàñòÿùà �óí-

êöèÿ âúðâè îòäîëó íàãîðå, à íà ìîíîòîííî íà-

ìàëÿâàùà �óíêöèÿ � îòãîðå íàäîëó,êîãàòî ñå

äâèæèì îòëÿâî íàäÿñíî. Ôóíêöèÿòà, ÷èÿòî

ãðà�èêà å ïîêàçàíà íà �èã. 5, å ñòðîãî ìîíî-

òîííî ðàñòÿùà, à íà �èã. 6 � ìîíîòîííî íàìà-

ëÿâàùà, íî íå ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà,

çàùîòî ãðà�èêàòà �è èìà ïðàâîëèíååí ó÷àñ-

òúê, óñïîðåäåí íà àáñöèñíàòà îñ Ox. Êâàä-

ðàòíàòà �óíêöèÿ y = x2 å ñòðîãî ìîíîòîííî

íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (−∞, 0) è å ñòðîãî

ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (0,+∞), âæ.
�èã. 1.

Figure 5:

Figure 6:

Ìîíîòîííî ðàñòÿùèòå è ìîíîòîííî íàìàëÿ-

âàùèòå �óíêöèè ñå íàðè÷àò ìîíîòîííè �óí-

êöèè.

1.2.3 Îãðàíè÷åíè �óíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè-
÷à îãðàíè÷åíà îòãîðå â èíòåðâàëà (a, b), àêî
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M òàêàâà, ÷å çà âñÿêî

x ∈ (a, b) å èçïúëíåíî f(x) ≤M . Àíàëîãè÷íî,

�óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíà îòäîëó
â èíòåðâàëà (a, b), àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà

m òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ (a, b) å èçïúëíåíî
f(x) ≥ m. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à îãðàíè-

÷åíà â èíòåðâàëà (a, b), àêî òÿ å îãðàíè÷åíà

îòäîëó è îòãîðå â òîçè èíòåðâàë.

Äà áúäå åäíà �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà îòãîðå â

äàäåí èíòåðâàë ãåîìåòðè÷íî îçíà÷àâà ãðà�è-

êàòà �è â òîçè èíòåðâàë äà áúäå ðàçïîëîæåíà

ïîä õîðèçîíòàëíàòà ïðàâà y = M , à äà áúäå

3



Êð. Ä. Öâÿòêîâ Ôóíêöèè

îãðàíè÷åíà îòäîëó � íàä õîðèçîíòàëíàòà ïðà-

âà y = m.
Êâàäðàòíàòà �óíêöèÿ y = x2 å îãðàíè÷å-

íà îòäîëó, íî íå å îãðàíè÷åíà îòãîðå â èí-

òåðâàëà (−∞,+∞), âæ. �èã. 1. �óíêöèÿòà

y = sin x å îãðàíè÷åíà â öÿëàòà ñè äå�èíèöè-

îííà îáëàñò � èíòåðâàëà (−∞,+∞), òúé êàòî

−1 ≤ sin x ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞).

1.3 Îïåðàöèè ñ �óíêöèè

Íåêà �óíêöèèòå f è g èìàò åäíà è ñú-

ùà äå�èíèöèîííà îáëàñò D. Òîãàâà çà òåçè

�óíêöèè ñå äå�èíèðàò ñóìà f + g, ðàçëèêà
f − g.ïðîèçâåäåíèå f g è ÷àñòíî f/g ïî ñëåä-

íèòå åñòåñòâåíè ïðàâèëà:

(f ± g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ D,

(f g)(x) = f(x) g(x), x ∈ D,

f

g
(x) =

f(x)

g(x)
, x ∈ D è g(x) 6= 0.

Òàêà äå�èíèðàíèòå îïåðàöèè ñ �óíêöèè ñå

íàðè÷àò àðèòìåòè÷íè.

bc bc bc

Df Dg Rg
x y z

f g

h

Ôèã. 7

Äðóãà âàæíà îïåðàöèÿ ñ �óíêöèè å îïåðàöè-

ÿòà êîìïîçèöèÿ íà �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåêà �óíêöèÿòà y = f(x)
èìà äå�èíèöèîííà îáëàñò Df è ìíîæåñòâî îò

ñòîéíîñòè Rf , à �óíêöèÿòà z = g(y) èìà äå-

�èíèöèîííà îáëàñò Dg è f(x) ∈ Dg çà âñÿêî

x ∈ Df , ò.å. Rf ⊂ Dg. Ôóíêöèÿòà z = h(x),
äå�èíèðàíà â Df ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

h(x) = g [f(x)] (4.3)

ñå íàðè÷à êîìïîçèöèÿ íà �óíêöèèòå f è g â

ïîñî÷åíèÿ ðåä, âæ. �èã. 7. Çà �óíêöèÿ-

òà h(x) ñå èçïîëçâàò ñúùî òåðìèíèòå ñëîæ-

íà �óíêöèÿ, ñúñòàâíà �óíêöèÿ, �óíêöèÿ îò

�óíêöèÿ.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿòà h(x) = (1− x3)2 ìîæå
äà ñå ðàçãëåæäà êàòî êîìïîçèöèÿ íà �óíêöè-

èòå y = f(x) = 1− x3 è z = g(y) = y2.
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