
14. Ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí. Ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà

îïðåäåëåíè èíòåãðàëè. Íÿêîè ãåîìåòðè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà

îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

14.1. Îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå.

14.1.1. Èíòåãðàë ñ ïðîìåíëèâà ãîðíà ãðàíèöà. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å èíòåãðóåìà â

F (x) ∆
F

f
(x
)

O

y = f(x)

a bx x+ h

x

y

Ôèã. 14.1

èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâÿ òÿ å èíòåãðóåìà âúâ

âñåêè èíòåðâàë [a, x], ñúäúðæàù ñå â [a, b],
ò. å. ïðè a ≤ x ≤ b. Åòî çàùî â èíòåðâàëà

[a, b] ìîæå äà ñå îïðåäåëè �óíêöèÿòà

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt (1)

(Òúé êàòî x å ïðîìåíëèâàòà ãîðíà ãðàíèöà,

ñåãà èíòåãðàöèîííàòà ïðîìåíëèâà ñìå îçíà-

÷èëè ñ t.)

Ôóíêöèÿòà F (x) èìà ïðîñòà ãåîìåòðè÷-

íà èíòåðïðåòàöèÿ: àêî f(x) ≥ 0 â èíòåð-

âàëà [a, b], òÿ îïèñâà èçìåíåíèåòî íà ëèöåòî

íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, ïîêàçàí â òúìåí

öâÿò íà �èã. 14.1, êîãàòî òî÷êàòà x ñå äâèæè

â òîçè èíòåðâàë. Äà íàìåðèì ñêîðîñòòà íà òîâà èçìåíåíèå, ò. å. íà ïðîèçâîäíàòà F ′(x).
Íåêà ∆x = h å íàðàñòâàíå íà x. Ñúãëàñíî îïðåäåëåíèåòî (1) ñúîòâåòíîòî íàðàñòâàíå ∆F íà

�óíêöèÿòà F å

∆F = F (x+ h)− F (x) =

∫ x+h

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt =

∫ x+h

x
f(t) dt (2)

è ãåîìåòðè÷íî ñå ïðåäñòàâÿ îò ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, ïîêàçàí â ñâåòúë öâÿò íà �èã.

4.1. Âèæäà ñå, ÷å êîãàòî h å ìíîãî ìàëêî, ò. å. |h| ≪ 1, è �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà 1

,

ëèöåòî íà òîçè êðèâîëèíååí òðàïåö ìîæå äà ñå çàìåíè ñ ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ñ âèñî÷èíà

f(x) è îñíîâà h, ò. å.

∆F ≈ f(x)h ïðè |h| ≪ 1 .

Ïðè òîâà, êîãàòî h ñòàâà âñå ïî-ìàëêî, òîâà ïðèáëèæåíèå ñòàâà âñå ïî-òî÷íî. (Òîâà çàêëþ÷åíèå

ñëåäâà �îðìàëíî è îò (2), àêî ïðèåìåì, ÷å f(t) ≈ f(x) ïðè t ∈ [x, x+ h].) Òîãàâà

∆F

∆x
=

∆F

h
≈ f(x) ïðè |h| ≪ 1 ,

êîåòî ñòàâà òî÷íî ðàâåíñòâî ïðè ∆x = h → 0, ò. å.

lim
∆x→0

∆F

∆x
= f(x) .

1

Òîâà îçíà÷àâà, äà íàïîìíèì, ÷å ñòîéíîñòèòå íà f(x) ñå èçìåíÿò ïëàâíî, áåç ñêîêîâå, ïðè èçìåíåíèåòî íà x.
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Íî òàçè ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿâà òî÷íî ïðîèçâîäíàòà F ′(x) íà �óíêöèÿòà F (x). Òàêà äîñòèãíàõìå
äî ñëåäíàòà òåîðåìà, íàðå÷åíà îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå .

Òåîðåìà 14.1. Àêî �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî �óíêöèÿòà F (x),
äå�èíèðàíà ñ (1), å äè�åðåíöèðóåìà â (a, b) è

F ′(x) =
d

dx

∫ x

a
f(t) dt = f(x) . (3)

14.1.2. Ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí. Ïî ñúùåñòâî ðàâåíñòâîòî (3) îçíà÷àâà, ÷å �óíêöèÿòà

F (x) å åäíà ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x). Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ f(x) èìà
ïðèìèòèâíà � èíòåãðàëúò ñ ïðîìåíëèâà ãîðíà ãðàíèöà (1) å òàêàâà �óíêöèÿ.

Êàêòî âå÷å çíàåì, âñÿêà äðóãà ïðèìèòèâíà Φ(x) íà f(x) ñå ïîëó÷àâà îò äàäåíà íåéíà ïðè-

ìèòèâíà F (x) ÷ðåç ïðèáàâÿíå íà êîíñòàíòà C, ò. å. Φ(x) = F (x) + C. Â ÷àñòíîñò, àêî F (x) å
èíòåãðàëúò (1), èìàìå

Φ(x) =

∫ x

a
f(t) dt+ C . (4)

Íî ïîëàãàéêè â òîâà ðàâåíñòâî x = a, ùå îïðåäåëèì âåäíàãà êîíñòàíòàòà C:

Φ(a) =

∫ a

a
f(t) dt+ C = 0 + C = C ,

ò. å. C = Φ(a). Òîãàâà ðàâåíñòâîòî (4) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∫ x

a
f(t) dt = Φ(x)− Φ(a) . (5)

Ïîëàãàéêè ñåãà â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî x = b, äîñòèãàìå äî ñëåäíàòà âàæíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 14.2. Àêî �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] è Φ(x) å êîÿ äà å

ïðèìèòèâíà íà f â òîçè èíòåðâàë, òî å â ñèëà �îðìóëàòà

∫ b

a
f(x) dx = Φ(b)− Φ(a) . (6)

Òàçè �îðìóëà ïîêàçâà, ÷å îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë îò �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà [a, b] å ðàâåí
íà ãëîáàëíîòî íàðàñòâàíå Φ(b)−Φ(a) â òîçè èíòåðâàë íà ïðèìèòèâíà Φ íà �óíêöèÿòà f . Ïðèåòî

å òîâà íàðàñòâàíå äà ñå îçíà÷àâà ñèìâîëè÷íî òàêà

Φ(b)− Φ(a) = Φ(x)
∣∣∣
b

a
. (7)

Ôîðìóëàòà (6) ñå íàðè÷à �îðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí. Òúé êàòî íàìèðàíåòî íà ïðèìèòèâíà

Φ å âúïðîñ íà ðåøàâàíåòî íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë îò �óíêöèÿòà f , �îðìóëàòà íà Ëàéáíèö-

Íþòîí ñâåæäà ïðåñìÿòàíåòî íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë îò åäíà �óíêöèÿ äî íàìèðàíåòî íà íåîïðå-

äåëåíèÿ èíòåãðàë îò ñúøàòà �óíêöèÿ.

14.2. Ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåíè èíòåãðàëè. Ïðåäâèä íà òîêó-ùî

êàçàíàíîòî ïî-ãîðå, îñíîâíèòå ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåíè èíòåãðàëè ñà àíàëîãè÷íè íà

òåçè çà íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè.
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14.2.1. Íåïîñðåäñòâåíî ïðèëîæåíèå íà �îðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí.

Ïðèìåðè:

1.

∫ π/2

0

cosxdx = sinx
∣∣∣
π

2

0
= sin

π

2
− sin 0 = 1− 0 = 1 .

2.

∫ e

1

dx

x
= lnx

∣∣∣
e

1
= ln e− ln 1 = 1− 0 = 1 .

3.

∫ 1

−1

dx

1 + x2
= arctan x

∣∣∣
1

−1
= arctan 1− arctan(−1) =

π

4
−

(
−π

4

)
=

π

2
.

14.2.2. Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà. Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà ñëåäíàòà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 14.3. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b], à �óíêöèÿòà

x = ϕ(t) èìà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â èíòåðâàëà [α, β],

ϕ(α) = a , ϕ(β) = b

è ϕ(t) ∈ [a, b] ïðè t ∈ [α, β]. Òîãàâà å â ñèëà �îðìóëàòà

∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt . (8)

Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà

∫ 3

0

x
√
1 + xdx.

Ïîëàãàìå 1 + x = t2, ò. å. x = t2 − 1, îòêúäåòî dx = 2t dt. Ïðèåìàéêè, ÷å t ≥ 0, èìàìå
t =

√
1 + x è, ïîëàãàéêè òóê x = 0 è x = 3, ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî α = 1 è β = 2. Ñëåäîâàòåëíî

∫ 3

0

x
√
1 + xdx =

∫ 2

1

(t2 − 1)t 2t dt = 2

∫ 2

1

(t4 − t2) dt = 2

(
t5

5
− t3

3

) ∣∣∣∣
2

1

= 2

[(
32

5
− 8

3

)
−

(
1

5
− 1

3

)]
= 2

(
31

5
− 7

3

)
=

116

15
.

14.2.3. Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 14.4. Àêî �óíêöèèòå u(x) è v(x) èìàò íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè â èíòåðâàëà

[a, b], òî â ñèëà å �îðìóëàòà

∫ b

a
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣
b

a
−

∫ b

a
u′(x)v(x) dx , (9)

Òàçè �îðìóëà ñå íàðè÷à �îðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè.

Ïðèìåð:

∫ π

0

x cos xdx =

∫ π

0

xd sinx = x sinx
∣∣∣
π

0
−

∫ π

0

sinxdx

= π sinπ − 0 sin 0− (− cos x)
∣∣∣
π

0
= 0− 0 + (cos π − cos 0) = −1− 1 = −2 .
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14.3. Íÿêîè ãåîìåòðè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë.

14.3.1. Ëèöå íà ðàâíèííà �èãóðà. Äà ðàçãëåäàìå �èãóðàòà A1B1B2A2, îãðàíè÷åíà îò

y = f1(x)

y = f2(x)

A1

A2

B1

B2

bc

bc

bc

bc

O a b

x

y

Ôèã. 14.2

ãðà�èêèòå íà �óíêöèèòå y = f1(x) è

y = f2(x), ðàçãëåæäàíè â èíòåðâàëà [a, b],
è âåðòèêàëíèòå ïðàâè x = a è x = b, âæ.

�èã. 14.2. Åñòåñòâåíî, ïðåäïîëàãàìå, ÷å

f1(x) ≤ f2(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b], êîåòî îñè-

ãóðÿâà íåïðåñè÷àíå íà ãðà�èêèòå íà òåçè

�óíêöèè. Î÷åâèäíî ëèöåòî S íà òàçè �è-

ãóðà ïðåäñòàâëÿâà ðàçëèêàòà îò ëèöàòà íà

êðèâîëèíåéíèòå òðàïåöè abB2A2 è abB1A1.

Åòî çàùî

S =

∫ b

a
f2(x) dx−

∫ b

a
f1(x) dx ,

ò. å.

S =

∫ b

a
[ f2(x)− f1(x)] dx . (10)

14.3.2. Äúëæèíà íà ðàâíèííà êðèâà.

Íåêà êðèâàòà ÂB å ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿ-

òà y = f(x), ðàçãëåæäàíà â èíòåðâàëà [a, b],
âæ. Ôèã. 3. Îêàçâà ñå, ÷å àêî �óíêöèÿ-

òà y = f(x) èìà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â
èíòåðâàëà [a, b], òî çà äúëæèíàòà L íà êðè-

âàòà ÂB å â ñèëà �îðìóëàòà

L =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx . (11)

Îñíîâíàòà èäåÿ çà èçâåæäàíå íà òàçè �îð-

ìóëà ñå ñúñòîè â çàìåíÿíå íà êðèâàòà ÂB ñ

íà÷óïåíà ëèíèÿ, ÷èèòî ó÷àñòúöè ñà îòñå÷êè

ñ áåçêðàéíî ìàëêè äúëæèíè, ò. å. ñ äúëæè-

íè, êëîíÿùè êúì íóëà.

14.3.3. Îáåì íà ðîòàöèîííî òÿëî è ëè-

öå íà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà. Íåêà êðèâà-

òà ÂB å ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà y = f(x),
ðàçãëåæäàíà â èíòåðâàëà [a, b], à abBA å ñú-

îòâåòíèÿò �è êðèâîëèíååí òðàïåö. Àêî çà-

âúðòèì òàçè êðèâà è òîçè êðèâîëèíååí òðà-

ïåö îêîëî àáöèñíàòà îñ Ox, ùå ñå îïèøàò

ñúîòâåòíî åäíà ïîâúðõíèíà è åäíî òÿëî, íà-

ðå÷åíè ðîòàöèèîííè, âæ. Ôèã. 4.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å îáåìúò V íà ðî-

òàöèîííîòî òÿëî ñå äàâà ñ�îðìóëàòà

V = π

∫ b

a
f2(x) dx , (12)
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îñíîâíàòà èäåÿ çà èçâîä íà êîÿòî ñå ñúñòîè â çàìåíÿíåòî íà òÿëîòî ñúñ ñèñòåìà îò áåçêðàéíî

òúíêè êðúãîâè öèëèíäðè ñ îñ íà ñèìåòðèÿ îñòà Ox, âæ. Ôèã. 4.

Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿéêè ðîòàöèîííàòà ïîâúðõíè-

íà ñúñ ñèñòåìà îò áåçêðàéíî òúíêè êîíè÷íè ïîâúð-

õíèíè, ñå äîñòèãà äî ñëåäíàòà �îðìóëà çà íåéíîòî

ëèöå:

S = 2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x) dx , (13)

àêî �óíêöèÿòà y = f(x) èìà íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîä-
íà â èíòåðâàëà [a, b], âæ. Ôèã. 5.
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