
13. Îïðåäåëåí èíòåãðàë � îïðåäåëåíèå è îñíîâíè ñâîéñòâà

13.1. Èíòåãðàëíè ñóìè è îïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåêà �óíêöèÿòà y = f(x) å äå�èíèðà-
íà â èíòåðâàëà [a, b] (a < b). Äà ðàçáèåì òîçè èíòåðâàë íà n ïðîèçâîëíè ÷àñòè ïîñðåäñòâîì

òî÷êèòå x0, x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk, . . . , xn−1, xn òàêèâà, ÷å

a = x0 < x1 < x2 < x3 < · · · < xk−1 < xk < · · · < xn−1 < xn = b,

x0 = a ξ1 x1 ξ2 x2 ξ3 x3 xk−1 ξk xk xn−1 ξn b = xn

b
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Ôèã. 13.1

âæ. �èã. 13.1. Îçíà÷àâàìå ñ ∆x1,∆x2, . . . ,∆xk, . . . ,∆xn äúëæèíèòå ñúîòâåòíî íà ïîäèíòåðâà-

ëèòå [x0, x1], [x1, x2], . . . , [xk−1, xk], . . . , [xn−1, xn], ò. å. ∆xk = xk − xk−1 (k = 1, 2, . . . , n). Âúâ

âñåêè åäèí îò òåçè ïîäèíòåðâàëè äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ïî åäíà òî÷êà: òî÷êà ξ1 ∈ [x0, x1], òî÷êà
ξ2 ∈ [x1, x2], . . . , òî÷êà ξk ∈ [xk−1, xk], . . . , òî÷êà ξn ∈ [xn−1, xn].

Íåêà ñåãà, ñàìî çà ìîìåíò, ñè ìèñëèì, ÷å f(x) ≥ 0 â èíòåðâàëà [a, b], ò. å. ãðà�èêàòà �è å ðàç-

ïîëîæåíà íàä àáñöèñíàòà îñ Ox è åâåíòóàëíî èìà îáùè òî÷êè ñ íåÿ. Òîãàâà ñòîéíîñòèòå f(ξk) íà
�óíêöèÿòà â òî÷êèòå ξk ñà ñúùî íåîòðèöàòåëíè è çàòîâà ïðîèçâåäåíèåòî f(ξk)∆xk ïðåäñòàâëÿâà

ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ñ îñíîâà ïîäèíòåðâàëà [xk−1, xk] è âèñî÷èíà f(ξk)
(k = 1, 2, . . . , n). Ñëåäîâàòåëíî ñóìàòà

Sn = f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + · · ·+ f(ξn)∆xn =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk, (1)

èçðàçÿâà ëèöåòî íà ñòúïàëîâèäíàòà �èãóðà, ñúñòàâåíà îò âñè÷êè òàêèâà ïðàâîúãúëíèöè, âæ.

�èã. 13.1. Âèæäà ñå, ÷å òàçè ñòúïàëîâèäíà �èãóðà å áëèçêà äî �èãóðàòà abBA, îãðàíè÷åíà îòãîðå

îò ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà y = f(x), îòäîëó � îò àáñöèñíàòà îñ Ox, è îòñòðàíè � îò âåðòèêàëíèòå
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ïðàâè x = a è x = b. Ôèãóðàòà abBA ùå íàðè÷àìå êðèâîëèíååí òðàïåö. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà

ïðèåìåì ñóìàòà Sn çà åäíî ïðèáëèæåíèå íà �ëèöåòî� íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö.

Äà îçíà÷èì ñ λ äúëæèíàòà íà íàé-ãîëåìèÿ îò ïîäèíòåðâàëèòå íà ðàçáèâàíå [x0, x1], [x1, x2],
. . . , [xn−1, xn], ò. å. λ = max(∆x1,∆x2, . . . ,∆xn). Âèæäà ñå, ÷å êîëêîòî λ å ïî-ìàëêî, òîëêîâà

ïî-äîáðå ñòúïàëîâèäíàòà �èãóðà ùå ïðèëåïâà äî êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö. (Äà îòáåëåæèì, ÷å

íàìàëÿâàíåòî íà λ âîäè äî óâåëè÷àâàíåòî íà áðîÿ n íà ïîäèíòåðâàëèòå íà ðàçáèâàíå, äîêàòî

îáðàòíîòî ìîæå äà íå å âÿðíî, ò. å. òîâà, ÷å n ðàñòå, íå îçíà÷àâà, ÷å λ íàìàëÿâà.) Åòî çàùî

åñòåñòâåíî å ïîä ëèöå S íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö abBA äà ðàçáèðàìå ãðàíèöàòà íà ñóìèòå Sn,

êîãàòî λ êëîíè êúì íóëà, ò. å.

S = lim
λ→0

Sn . (2)

Äà ñå îñâîáîäèì ñåãà îò îãðàíè÷åíèåòî f(x) ≥ 0 â [a, b], ò. å. íåêà f(x) äà áúäå ïðîèçâîëíà

�óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â èíòåðâàëà [a, b]. Ñúîòâåòíàòà �è ñóìà Sn, îáðàçóâàíà ïî ñúùàòà �îðìóëà

(1), ñå íàðè÷à íåéíà èíòåãðàëíà ñóìà �èìàí.

1

Î÷åâèäíî Sn çàâèñè îò íà÷èíà íà ðàçáèâàíå

íà èíòåðâàëà [a, b] íà ïîäèíòåðâàëè è îò èçáîðà íà òî÷êèòå ξ1, ξ2, . . . , ξn â òåçè ïîäèíòåðâàëè,

ò. å. Sn = Sn(x1, x2, . . . , xn−1; ξ1, ξ2, . . . , ξn). Ïî àíàëîãèÿ íà (2) ñå äå�èíèðà ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí
èíòåãðàë îò �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà [a, b].

Îïðåäåëåíèå. Àêî ñúùåñòâóâà êðàéíà ãðàíèöà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè Sn ïðè λ êëîíÿùî êúì

íóëà, íåçàâèñåùà îò íà÷èíà íà ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b] è îò èçáîðà íà òî÷êèòå ξ1, ξ2, . . . , ξn,

òàçè ãðàíèöà ñå íàðè÷à îïðåäåëåí èíòåãðàë îò �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà [a, b] è ñå îçíà÷àâà

ñúñ ñèìâîëà

2

∫
b

a

f(x) dx, ò. å.

∫
b

a

f(x) dx = lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk (3)

Â òîçè ñëó÷àé �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].

Â îçíà÷åíèåòî íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë f(x) ñå íàðè÷à ïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ, à ÷èñëàòà a

è b � ñúîòâåòíî äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà íà èíòåãðèðàíå.

Äà îòáåëåæèì, ÷å äîêàòî íåîïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë

∫
f(x) dx îò åäíà �óíêöèÿ f(x) å ìíî-

æåñòâî îò �óíêöèè (ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà f(x)), òî îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë∫
b

a

f(x) dx å ÷èñëî. Ñúãëàñíî (2) è (3) òîâà ÷èñëî, ïðè óñëîâèåòî f(x) ≥ 0 â [a, b], å ëèöåòî íà

êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö abBA: ∫
b

a

f(x) dx = S . (4)

Â òîâà ñå ñúñòîè ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî

f(x) ≤ 0 â [a, b], òî âèñî÷èíèòå íà ïðàâîúãúëíèöèòå â ñúîòâåòíàòà ñòúïàëîâèäíà �èãóðà ñà

ðàâíè íà − f(ξk), k = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî íà òàçè ñòúïàëîâèäíà �èãóðà å ðàâíî íà

−Sn. Åòî çàùî ∫
b

a

f(x) dx = −S , àêî f(x) ≤ 0 â [a, b] (5)

1

B. Riemann (1826-1866) � íåìñêè ìàòåìàòèê

2

Ñèìâîëúò çà èíòåãðàë

∫
ïðîèçëèçà îò áóêâàòà S, êîÿòî ñå èçïîëçâà ÷åñòî â ìàòåìàòèêàòà çà îçíà÷àâàíå íà

ñóìè:

∫
ñå ïîëó÷àâà îò S ÷ðåç âåðòèêàëíî ðàçòÿãàíå.
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(âæ. �èã. 13.2à)). Àêî f(x) ìåíè çíàêà ñè â [a, b], íàïðèìåð, ïî íà÷èíà, ïîêàçàí íà �èã. 13.2á),

èìàìå

S = S1 + S2 =

∫
c

a

f(x) dx−

∫
b

c

f(x) dx . (6)

O

y = f(x)
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Ôèã. 13.2

13.2. Êîè �óíêöèè ñà èíòåãðóåìè? Â èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå ñå äîêàçâà, ÷å àêî åäíà

�óíêöèÿ å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òÿ å îãðàíè÷åíà â òîçè èíòåðâàë. Íå âñÿêà îãðàíè÷åíà

�óíêöèÿ, îáà÷å, å èíòåãðóåìà. Äîêàçâà ñå, ÷å íåïðåêúñíàòèòå �óíêöèè â èíòåðâàëà [a, b] ñà
èíòåãðóåìè â òîçè èíòåðâàë. Íåùî ïîâå÷å, äîêàçâà ñå ñúùî, ÷å àêî åäíà �óíêöèÿ å îãðàíè÷åíà

è èìà êðàåí áðîé òî÷êè íà ïðåêúñâàíå â èíòåðâàëà [a, b], òî òÿ å èíòåãðóåìà â [a, b].

13.3. Îñíîâíè ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë îò

�óíêöèÿ â èíòåðâàë [a, b] âúâåäîõìå ïðè åñòåñòâåíîòî ïðåäïîëîæåíèå a < b.

Ïðè a = b èíòåðâàëúò [a, b] ñå èçðàæäà â òî÷êà è çàòîâà âñè÷êè äúëæèíè ∆xk ñà ðàâíè íà

íóëà, k = 1, 2, . . . , n. Åòî çàùî å åñòåñòâåíî äà ïðèåìåì, ÷å

∫
a

a

f(x) dx = 0 . (7)

Òúé êàòî íîìåðàöèÿòà íà òî÷êèòå íà ðàçáèâàíå çàïî÷âàìå äà ïðàâèì îò êðàÿ a êúì êðàÿ b, òî

ïðè a > b èìàìå b = xn < · · · < xk < xk−1 < · · · < x2 < x1 < x0 = a è çàòîâà ∆xk = xk − xk−1 < 0
(k = 1, 2, . . . , n). Åòî çàùî ïðè a > b äå�èíèðàìå

∫
b

a

f(x) dx = −

∫
a

b

f(x) dx . (8)

Îò îïðåäåëåíèåòî çà îïðåäåëåí èíòåãðàë ìîãàò äà ñå èçâåäàò ñëåäíèòå íåãîâè ñâîéñòâà:

Ñâîéñòâî 1. Ïîñòîÿíåí ìíîæèòåë α ìîæå äà ñå èçíåñå ïðåä çíàêà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë,

ò. å. ∫
b

a

α f(x) dx = α

∫
b

a

f(x) dx , (9)

àêî f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].

Ñâîéñòâî 2. Îïðåäåëåí èíòåãðàë îò ñóìà íà äâå �óíêöèè å ðàâåí íà ñóìàòà îò èíòåãðàëèòå

èì, ò. å. ∫
b

a

[f(x) + g(x)] dx =

∫
b

a

f(x) dx+

∫
b

a

g(x) dx , (10)
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àêî f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b].

Îò ñâîéñòâà 2 è 1 ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 1. Îïðåäåëåí èíòåãðàë îò ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà äâå �óíêöèè å ðàâåí íà ñúîò-

âåòíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò èíòåãðàëèòå èì, ò. å.

∫
b

a

[αf(x) + β g(x)] dx = α

∫
b

a

f(x) dx+ β

∫
b

a

g(x) dx , (11)

àêî f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b]. Â ÷àñòíîñò, ïîëàãàéêè â (11) α = 1 è β = −1,
ïîëó÷àâàìå ∫

b

a

[f(x)− g(x)] dx =

∫
b

a

f(x) dx−

∫
b

a

g(x) dx . (12)

Ñâîéñòâî 3. Àêî �óíêöèÿòà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b], òî òÿ å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè èíòåðâàë
[c, d], ñúäúðæàù ñå â [a, b].

b

b

b

C

A

B

O

y = f(x)

a bc

x

y

Ôèã. 13.3

Ñâîéñòâî 4. Çà ïðîèçâîëíè òðè ÷èñëà

a, b è c å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∫
b

a

f(x) dx =

∫
c

a

f(x) dx+

∫
b

c

f(x) dx , (13)

àêî èíòåãðàëèòå îò äÿñíàòà ìó ñòðàíà ñú-

ùåñòâóâàò.

Ïðè a < c < b ïîñëåäíîòî ñâîéñò-

âî å î÷åâèäíî îò ãåîìåòðè÷íè ñúîáðàæå-

íèÿ: ïðè f(x) ≥ 0 â [a, b] ðàâåíñòâîòî (13)

èçðàçÿâà �àêòà, ÷å çà ëèöàòà íà ñúîòâåò-

íèòå êðèâîëèíåéíè òðàïåöè, ïîêàçàíè íà

�èã. 13.3, å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

SabBA = SacCA+ScbBC . Çà äà äîêàæåì ñâîéñ-

òâî 4 è â ñëó÷àÿ, êîãàòî òî÷êàòà c íå å îò

èíòåðâàëà [a, b], íàïðèìåð, àêî a < b < c, ñëåäâà äà ñå ïîçîâåì íà ïîÿñíåíèÿ âå÷å ñëó÷àé íà

ñâîéñòâî 4 è íà ðàâåíñòâîòî (8).

Ñâîéñòâî 5. Àêî �óíêöèÿòà f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è f(x) ≥ 0 â [a, b], òî

∫
b

a

f(x) dx ≥ 0 ïðè a < b. (14)

Íàèñòèíà, â òîçè ñëó÷àé èíòåãðàëúò äàâà ëèöåòî S íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö abBA, êîåòî å

íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî.

Ñâîéñòâî 6. Àêî �óíêöèèòå f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b] è f(x) ≤ g(x) çà
âñÿêî x ∈ [a, b], òî ∫

b

a

f(x) dx ≤

∫
b

a

g(x) dx ïðè a < b. (15)

Äîêàæåòå òîâà ñâîéñòâî êàòî ïúðâî ïðèëîæèòå ñâîéñòâî 5 çà �óíêöèÿòà h(x) = g(x) − f(x),
çà êîÿòî î÷åâèäíî èìàìå h(x) ≥ 0 â [a, b]. Ñëåä òîâà ñå ïîçîâåòå íà ðàâåíñòâîòî (12).

13.4. Ñðåäíà ñòîéíîñò íà �óíêöèÿ. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà

[a, b]. Òîãàâà ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè Sn íå çàâèñè îò íà÷èíà íà ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà
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[a, b] è çàòîâà ìîæåì äà èçáåðåì òî÷êèòå íà ðàçáèâàíå x0, x1, x2, . . . , xn äà ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè.

Ïðè òîçè èçáîð ∆x1 = ∆x2 = · · · = ∆xn = ∆x, êúäåòî ∆x =
b− a

n
. Ñëåäîâàòåëíî

Sn =

n∑
k=1

f(ξk)∆x = ∆x

n∑
k=1

f(ξk) =
b− a

n

n∑
k=1

f(ξk) .

Òîãàâà âåëè÷èíàòà

σn =
1

b− a
Sn =

1

n

n∑
k=1

f(ξk) =
f(ξ1) + f(ξ2) + · · · + f(ξn)

n

ïðåäñòàâëÿâà ñðåäíî àðèòìåòè÷íîòî íà ñòîéíîñòèòå f(ξ1), f(ξ2), . . . , f(ξn) íà �óíêöèÿòà f(x)
ñúîòâåòíî â òî÷êèòå ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà òî÷êèòå íà ðàçáèâàíå n ùå ñå óâå-

ëè÷àâà áðîÿ íà ñòîéíîñòèòå f(ξk) íà �óíêöèÿòà f(x), ó÷àñòâàùè â èçðàçà íà σn. Ñëåäîâàòåëíî

ãðàíèöàòà

3

f = lim
n→∞

σn =
1

b− a
lim
n→∞

Sn =
1

b− a

∫
b

a

f(x) dx

ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ñðåäíî àðèòìåòè÷íîòî íà �âñè÷êè ñòîéíîñòè� íà �óíêöèÿòà f(x),
êîèòî òÿ ïðèåìà â èíòåðâàëà [a, b]. Åòî çàùî ÷èñëîòî

f =
1

b− a

∫
b

a

f(x) dx (16)

ñå íàðè÷à ñðåäíà ñòîéíîñò íà �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà [a, b].

b b

b

b

b
C

A

B
D

E

O

y = f(x)

a bc

f

f(c)

x

y

Ôèã. 13.4

Äà çàïèøåì ñåãà ðàâåíñòâîòî (16) âúâ

âèäà ∫
b

a

f(x) dx = f (b− a) .

Ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å f(x) ≥ 0 â èí-

òåðâàëà [a, b], íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìî-

æåì äà äàäåì ñëåäíîòî ãåîìåòðè÷íî òúë-

êóâàíå: ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö

abBA, ñúîòâåòñòâàù íà �óíêöèÿòà f(x),
ðàçãëåæäàíà â [a, b], å ðàâíî íà ëèöåòî

íà ïðàâîúãúëíèêà abED ñ îñíîâà èíòåð-

âàëà [a, b] è âèñî÷èíà f , âæ. �èã. 13.4.

Îò ñúùàòà �èãóðà ñå âèæäà, ÷å ïðàâàòà

y = f òðÿáâà äà ïðåñè÷à ãðà�èêàòà íà f(x)
â íÿêàêâà òî÷êà C. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å çà íåïðåêúñíàòèòå �óíêöèè òîâà å âèíàãè òàêà, ò. å.

â ñèëà å ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè (â èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå). Àêî �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñ-
íàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî f(x) ïðèåìà ñðåäíàòà ñè ñòîéíîñò f â òîçè èíòåðâàë, ò. å. ñú-

ùåñòâóâà òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàâà, ÷å

f(c) = f . (17)

3

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñåãà λ = ∆x =
b− a

n
è çàòîâà λ → 0 å åêâèâàëåíòíî íà n → ∞.
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