
12. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Îñíîâíè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå

Îñâåí çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà f(x) íà åäíà �óíêöèÿ F (x), ò. å. íà f(x) = F ′(x),
âàæíà çàäà÷à â ìàòåìàòèêàòà è íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ å è îáðàòíàòà çàäà÷à: ïî äàäåíà �óíêöèÿ

f(x) äà ñå íàìåðè òàêàâà �óíêöèÿ F (x), ïðîèçâîäíàòà íà êîÿòî äà å ðàâíà íà �óíêöèÿòà f(x).

12.1. Ïðèìèòèâíà è íåîïðåäåëåí èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äå�èíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b). Ôóíêöèÿòà F (x) ñå
íàðè÷à ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà (a, b), àêî F (x) å äè�åðåíöèðóåìà â òîçè

èíòåðâàë è

F ′(x) = f(x) çà âñÿêî x ∈ (a, b) . (1)

Ïðèìåðè:

1. Ôóíêöèÿòà F (x) = sinx å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) = cos x âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà

ïðàâà (â èíòåðâàëà (−∞,+∞)), òúé êàòî (sinx)′ = cos x çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞).

2. Ôóíêöèÿòà F1(x) = lnx å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) =
1

x
â èíòåðâàëà (0,+∞) (èí-

òåðâàëúò, â êîéòî F1(x) å äå�èíèðàíà!), òúé êàòî (lnx)′ =
1

x
çà âñÿêî x ∈ (0,+∞). Àíàëîãè÷íî

�óíêöèÿòà F2(x) = ln(−x) å ïðèìèòèâíà íà ñúùàòà �óíêöèÿ f(x) =
1

x
, íî â èíòåðâàëà (−∞, 0).

Åòî çàùî �óíêöèÿòà F (x) = ln |x| å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) =
1

x
â èíòåðâàëèòå (−∞, 0)

è (0,+∞).

3. Ôóíêöèÿòà F (x) = x3 å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) = 3x2 âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà

ïðàâà, òúé êàòî (x3)′ = 3x2 çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞). Î÷åâèäíî �óíêöèÿòà F1(x) = x3 + 5 å ñúùî

ïðèìèòèâíà íà f(x) = 3x2, òúé êàòî (x3 + 5)′ = (x3)′ + (5)′ = 3x2.

Âúîáùå, àêî �óíêöèÿòà F (x) å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x), ò. å. F ′(x) = f(x), òî è

�óíêöèÿòà F (x) + C, êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, å ñúùî ïðèìèòèâíà íà f(x), òúé êàòî

[F (x) + C]′ = f(x) çà âñÿêî ÷èñëî C. Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 1. Àêî F (x) å ïðèìèòèâíà íà �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà (a, b), òî ïðîèçâîëíà

äðóãà ïðèìèòèâíà Φ(x) íà f(x) â òîçè èíòåðâàë èìà âèäà Φ(x) = F (x) + C, êúäåòî C å íÿêàêâà

êîíñòàíòà.

Îò òåîðåìà 1 ñëåäâà, ÷å àêî F (x) å åäíà îò ïðèìèòèâíèòå íà �óíêöèÿòà f(x), òî ìíîæåñòâîòî
îò �óíêöèè F (x)+C, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî C ïðîáÿãâà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà,

èç÷åðïâà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà �óíêöèÿòà f(x).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà �óíêöèÿòà f(x) â èíòåðâàëà (a, b)
ñå íàðè÷à íåîïðåäåëåí èíòåãðàë îò �óíêöèÿòà f(x) â òîçè èíòåðâàë è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà

∫
f(x) dx, ò. å.

∫

f(x) dx = F (x) + C , (2)

êúäåòî F (x) å ïðèìèòèâíà íà f(x), à C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.

Â îçíà÷åíèåòî íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à ïîäèíòåãðàëíà �óíêöèÿ,

èçðàçúò f(x) dx � ïîäèíòåãðàëåí èçðàç, à ñòîÿùàòà ñëåä ñèìâîëà çà äè�åðåíöèàë d ïðîìåíëèâà

x � èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà èëè ïðîìåíëèâà íà èíòåãðèðàíåòî.
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Îïåðàöèÿòà çà íàìèðàíå íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë íà äàäåíà �óíêöèÿ, ò. å. íà íåéíèòå ïðè-

ìèòèâíè, ñå íàðè÷à èíòåãðèðàíå. Òúé êàòî èíòåãðèðàíåòî å îáðàòíà îïåðàöèÿ íà äè�åðåíöèðà-

íåòî, òÿ ñå íàðè÷à îùå àíòèäè�åðåíöèðàíå.

Ïîçîâàâàéêè ñå íà îïðåäåëåíèÿòà çà ïðèìèòèâíà è íåîïðåäåëåí èíòåãðàë, ìîæåì ëåñíî äà

óñòàíîâèì ñëåäíèòå ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 1. Ïðîèçâîäíàòà íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë å ðàâíà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ,

ò. å.

(∫

f(x) dx

)′

= f(x) ,

à äè�åðåíöèàëúò ìó å ðàâåí íà ïîäèíòåãðàëíèÿ ìó èçðàç:

d

∫

f(x) dx = f(x) dx, (3)

ò. å. çíàöèòå d è

∫
, ðàçïîëîæåíè â ðåäà d

∫
, âçàèìíî ñå ñúêðàùàâàò.

Ñâîéñòâî 2. Íåîïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíàòà íà åäíà �óíêöèÿ å ðàâåí íà òàçè

�óíêöèÿ ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà, ò. å.

∫

F ′(x) dx = F (x) + C ,

èëè, òúé êàòî F ′(x) dx = dF (x),
∫

dF (x) = F (x) + C , (4)

ò. å. çíàöèòå d è

∫
ñå ñúêðàùàâàò è â ðåäà

∫
d, íî ñåãà êúì F (x) òðÿáâà äà ñå ïðèáàâè ïðîèçâîëíà

êîíñòàíòà.

�àâåíñòâàòà (3) è (4) èçðàçÿâàò �àêòà, ÷å îïåðàöèèòå äè�åðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå ñà âçà-

èìíî îáðàòíè.

Ñâîéñòâî 3. Ïîñòîÿíåí ìíîæèòåë, ðàçëè÷åí îò íóëà, ìîæå äà ñå èçíåñå èçâúí çíàêà íà

íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, ò. å.

∫

α f(x) dx = α

∫

f(x) dx , àêî α 6= 0 . (5)

Ñâîéñòâî 4. Àêî �óíêöèèòå f(x) è g(x) èìàò ïðèìèòèâíè â èíòåðâàëà (a, b), òî è �óíêöèÿòà
f(x)± g(x) èìà ñúùî ïðèìèòèâíà â òîçè èíòåðâàë è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫

f(x) dx±
∫

g(x) dx . (6)

12.2. Òàáëèöà íà îñíîâíèòå íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè. Èìàéêè ïðåäâèä òàáëèöàòà

çà ïðîèçâîäíèòå íà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè �óíêöèè è òîâà, ÷å àêî

F ′(x) = f(x), òî

∫

f(x) dx = F (x) + C ,
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ìîæåì ëåñíî äà ïîëó÷èì ñëåäíàòà ñúîòâåòíà òàáëèöà íà îñíîâíèòå íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè:

(1)

∫

xα dx =
xα+1

α+ 1
+ C (α 6= −1) ⇐ (xα)′ = αxα−1 ,

(2)

∫
dx

x
= ln |x|+ C (x 6= 0) ⇐ (ln |x|)′ = 1

x
,

(3)

∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (0 < a 6= 0) ⇐ (ax)′ = ax ln a,

(4)

∫

ex dx = ex + C ⇐ (ex)′ = ex ,

(5)

∫

sinxdx = − cos x+ C ⇐ (cos x)′ = − sinx ,

(6)

∫

cos xdx = sinx+ C ⇐ (sinx)′ = cosx ,

(7)

∫
dx

cos2 x
= tan x+ C ⇐ (tanx)′ =

1

cos2 x
,

(8)

∫
dx

sin2 x
= − cot x+ C ⇐ (cot x)′ = − 1

sin2 x
,

(9)

∫
dx

1 + x2
= arctan x+ C ⇐ (arctan x)′ =

1

1 + x2
,

(10)

∫
dx√
1− x2

= arcsinx+ C ⇐ (arcsinx)′ =
1√

1− x2
,

(11)

∫
dx√
x2 + a

= ln |x+
√

x2 + a|+ C (α 6= 0) .

Èçêëþ÷åíèå â òàçè òàáëèöà ïðàâè ñàìî ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë, òúé êàòî íÿìà îñíîâíà åëåìåíòàð-

íà �óíêöèÿ, ÷èÿòî ïðîèçâîäíà äà å ïðîïîðöèîíàëíà íà ïîäèíòåãðàëíàòà ìó �óíêöèÿ. Ïðîâåð-

êàòà íà ðàâåíñòâîòî (11) å ïî-ñëîæíà è çàòîâà òóê íÿìà äà ÿ ïðèâåæäàìå.

12.3. Îñíîâíè ìåòîäè çà èíòåãðèðàíå.

12.3.1 Íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå. Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà íåïîñðåäñòâåíîòî èçïîëç-

âàíå íà ñâîéñòâà 3 è 4 íà íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë è òàáëèöàòà íà îñíîâíèòå èíòåãðàëè.

Ïðèìåðè:

1.

∫ (

3 sinx+
2

x
− 5

1 + x2

)

dx = 3

∫

sinxdx+ 2

∫
dx

x
− 5

∫
dx

1 + x2

= −3 cos x+ 2 ln |x| − 5 arctan x+ C .

Ïîíÿêîãà, îáà÷å, ñå íàëàãà ïðåäâàðèòåëíî äà ñå íàïðàâÿò íÿêîè òúæäåñòâåíè ïðåîáðàçîâàíèÿ

íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ.

2.

∫

tan2 xdx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx

=

∫ {
1

cos2 x
− 1

}

dx =

∫
dx

cos2 x
−

∫

dx = tan x− x+ C .
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3.

∫
x4

1 + x2
dx =

∫
x4 − 1 + 1

1 + x2
dx =

∫
(x2 − 1)(x2 + 1) + 1

1 + x2
dx =

∫ (

x2 − 1 +
1

1 + x2

)

dx

=

∫

x2 dx−
∫

dx+

∫
dx

1 + x2
=
x3

3
− x+ arctan x+ C .

12.3.2 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà. Â ìíîãî ñëó÷àè âúâåæäàíåòî íà íîâà

èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà ïîçâîëÿâà ïðåñìÿòàíåòî íà äàäåí èíòåãðàë äà ñå ñâåäå äî ïðåñìÿòà-

íåòî íà äðóã èíòåãðàë ÷ðåç íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå èëè äðóã ïîçíàò íè ìåòîä. Âúçìîæíè

ñà ñëåäíèòå äâå âçàèìíî ñâúðçàíè ñèòóàöèè.

1) Ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç íà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåãðàë èìà âèäà f(ψ(x))ψ′(x) dx, à èíòåãðà-

ëúò

∫
f(t) dt ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ëåñíî. Òîãàâà

∫

f(ψ(x))ψ′(x) dx =

∫

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
t=ψ(x)

, (7)

êúäåòî ñèìâîëè÷íèÿò çàïèñ îò äÿñíàòà ñòðàíà íà òîâà ðàâåíñòâî îçíà÷àâà, ÷å ñëåä êàòî ïðåñìåò-

íåì èíòåãðàëà

∫
f(t) dt òðÿáâà äà çàìåñòèì ïðîìåíëèâàòà t ñ ψ(x). Òúé êàòî ψ′(x) dx = dψ(x), òî

èíòåãðàëúò îò ëÿâàòà ñòðàíà íà (7) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∫

f(ψ(x)) dψ(x) ,

êîéòî ïîäñêàçâà èçáîðà íà ïîëàãàíåòî (ñóáñòèòóöèÿòà) t = ψ(x). Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å �óí-

êöèÿòà ψ′(x) å âíåñåíà ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà. Åòî çàùî èíòåãðèðàíåòî ÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà

t = ψ(x) ïî �îðìóëàòà (7) ñå íàðè÷à èíòåãðèðàíå ÷ðåç âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà.

Îáîñíîâàâàíåòî íà �îðìóëàòà (7) å åëåìåíòàðíî. Íàèñòèíà, íåêà

∫

f(t) dt = F (t) +C , (8)

ò. å. F ′(t) = f(t). Ïîçîâàâàéêè ñå íà ïðàâèëîòî çà äè�åðåíöèðàíå íà ñëîæíà �óíêöèÿ è îò÷èòàéêè òîçè �àêò,

ïîëó÷àâàìå

[

F
(
ψ(x)
︸ ︷︷ ︸

t

)]′

= F
′
(
ψ(x)
︸ ︷︷ ︸

t

)
ψ

′(x) = f
(
ψ(x)
︸ ︷︷ ︸

t

)
ψ

′(x) ,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å �óíêöèÿòà F
(
ψ(x)

)
å ïðèìèòèâíà íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ íà èíòåãðàëà îò ëÿâàòà ñòðàíà

íà (1), ò. å.

∫

f(ψ(x))ψ′(x) dx = F
(
ψ(x)

)
+ C .

Íî F
(
ψ(x)

)
+ C, ñúãëàñíî (8), ïðåäñòàâëÿâà òî÷íî äÿñíàòà ñòðàíà íà (7).

Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà

∫

sin3 x cos xdx .

Òúé êàòî cos xdx = (sinx)′ dx = d sinx, òî ìîæåì äà âíåñåì cos x ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà è

äà ïîëîæèì t = sinx:
∫

sin3 x cos xdx =

∫

sin3 xd sinx =

∫

t3 dt

∣
∣
∣
∣
t=sinx

=

(
t4

4
+ C

)∣
∣
∣
∣
t=sinx

=
sin4 x

4
+ C .

Íà ïðàêòèêà �íàïîìíÿíåòî� çà âðúùàíå êúì ïðîìåíëèâàòà x ïî �îðìóëàòà t = ψ(x) (â ñëó÷àÿ

t = sinx), îçíà÷åíî ñ âåðòèêàëíà ÷åðòà, íå ñå ïèøå, êàòî ñå �ïîìíè�, ÷å òîâà òðÿáâà äà áúäå

íàïðàâåíî.
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Ïîçîâàâàéêè ñå íà ñëåäíèòå åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà íà äè�åðåíöèàëà: dω(x) = d(ω(x) ± b)

è dω(x) =
1

a
d(aω(x)), êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè (a 6= 0) è ω(x) å äè�åðåíöèðóåìà �óíêöèÿ,

äîñòèãàìå äî �îðìóëèòå

∫

f(x) dω(x) =

∫

f(x) d
(
ω(x)± b

)
,

∫

f(x) dω(x) =
1

a

∫

f(x) d
(
aω(x)

)
. (9)

Ïúðâàòà îò òÿõ ïîêàçâà, ÷å èíòåãðàëúò íå ñå ïðîìåíÿ, àêî ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà ïðèáàâèì

èëè èçâàäèì ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà b, à âòîðàòà, ÷å èíòåãðàëúò íå ñå ïðîìåíÿ, àêî ïîä çíàêà íà

äè�åðåíöèàëà óìíîæèì ñ ÷èñëî a, ðàçëè÷íî îò íóëà, è ñúùåâðåìåííî ðàçäåëèì èíòåãðàëà íà

òîâà ÷èñëî.

Ìíîãî ÷åñòî ñå íàëàãà äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàë îò âèäà

∫
f(a x + b) dx. Ïîçîâàâàéêè ñå íà

ñâîéñòâàòà (9) ïðè ω(x) = x, èìàìå

∫

f(a x+ b) dx =
1

a

∫

f(a x+ b) d(a x+ b) ,

êîåòî ïîäñêàçâà äà íàïðàâèì ëèíåéíàòà ñóáñòèòóöèÿ t = a x+ b. Òàêà ïîëó÷àâàìå

∫

f(a x+ b) dx =
1

a

∫

f(t) dt

∣
∣
∣
∣
t=a x+b

. (10)

Íàïðèìåð,

∫

cos(3x + 11) dx =
1

3

∫

cos(3x+ 11
︸ ︷︷ ︸

t

) d(3x+ 11
︸ ︷︷ ︸

t

) =
1

3

∫

cos t dt

∣
∣
∣
∣
t=3x+11

=
1

3
sin(3x+ 11) + C.

2) Ïîäèíòåãðàëíèÿò èçðàç f(x) dx íà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåãðàë ñå îïðîñòÿâà ñúùåñòâåíî ïðè

ïîäõîäÿùà ñóáñòèòóöèÿ x = ϕ(t). Òîãàâà

∫

f(x) dx =

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

∣
∣
∣
∣
t=ψ(x)

, (11)

êúäåòî t = ψ(x) å îáðàòíàòà �óíêöèÿ íà �óíêöèÿòà x = ϕ(t).1

Äà îòáåëåæèì, ÷å äåñíèÿò èíòåãðàë â (11) ñå ïîëó÷àâà îò ëåâèÿ ÷ðåç �îðìàëíàòà çàìÿíà íà

x ñ ϕ(t), îò÷èòàéêè, ÷å dx = dϕ(t) = ϕ′(t) dt.
Ôîðìóëàòà (11) ìîæå äà ñå îáîñíîâå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Äà ïðèëîæèì ïðàâèëîòî çà èíòåãðèðàíå (7) çà èíòåã-

ðàëà

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt. Òàêà äîñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
x=ϕ(t)

, (12)

êîåòî, â ñúùíîñò, ïðåäñòàâëÿâà ðàâåíñòâîòî (11) (ïðè ðàçìåíåíè ëÿâà è äÿñíà ñòðàíà), íî èçðàçåíî ÷ðåç ïðîìåí-

ëèâàòà t. Èçðàçÿâàéêè â (12) t ñ x ïî �îðìóëàòà t = ψ(x) è îò÷èòàéêè, ÷å ïðè äâåòå ïîñëåäîâàòåëíè çàìåñòâàíèÿ

x = ϕ(t) è t = ψ(x) èíòåãðàëúò
∫
f(x) dx íå ñå ïðîìåíÿ, âåäíàãà äîñòèãàìå äî �îðìóëàòà (11).

Ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà

∫
dx√

x (1 + 3
√
x)

.

1

Ñúùåñòâóâàíåòî íà îáðàòíàòà �óíêöèÿ å íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ïðèëàãàíåòî íà ñóáñòèòóöèÿòà x = ϕ(t). Òîâà
óñëîâèå å èçïúëíåíî, àêî �óíêöèÿòà x = ϕ(t) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà (èëè íàìàëÿâàùà).

5
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Ñ öåë äà ñå îñâîáîäèì îò äâàòà êîðåíà åäíîâðåìåííî, äà ïîëîæèì x = ϕ(t) = t6. Îòòóê
√
x = t3,

3
√
x = t2, dx = ϕ′(t) dt = 6 t5 dt è t = ψ(x) = 6

√
x. Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∫
dx√

x (1 + 3
√
x)

=

∫
6 t5 dt

t3(1 + t2)

∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

= 6

∫
t2 dt

1 + t2

∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

= 6

∫
t2 + 1− 1

1 + t2
dt

∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

= 6

∫ (

1− 1

1 + t2

)

dt

∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

= 6

{∫

dt−
∫

1

1 + t2
dt

}∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

= 6(t− arctan t )

∣
∣
∣
∣
t= 6

√
x

+ C = 6( 6
√
x− arctan 6

√
x ) + C .

12.3.3 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Òîçè ìåòîä ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2. Íåêà �óíêöèèòå u(x) è v(x) ñà äè�åðåíöèðóåìè â èíòåðâàëà (a, b) è �óíêöèÿòà

u′(x)v(x) èìà ïðèìèòèâíà â òîçè èíòåðâàë. Òîãàâà �óíêöèÿòà u(x)v′(x) ñúùî èìà ïðèìèòèâíà â
èíòåðâàëà (a, b) è å â ñèëà �îðìóëàòà

∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫

u′(x)v(x) dx (13)

Ôîðìóëàòà (13) ñå íàðè÷à �îðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Ïðåäâèä ðàâåíñòâàòà

v′(x) dx = dv(x) è u′(x) dx = du(x), òÿ ñå çàïèñâà âúâ âèäà

∫

u(x) dv(x) = u(x)v(x) −
∫

v(x) du(x) . (14)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 2 ñå îñíîâàâà íà �îðìóëàòà çà äè�åðåíöèðàíå íà ïðîèçâåäåíèåòî íà �óíêöèèòå

u(x) è v(x):
[u(x)v(x)]′ = u

′(x)v(x) + u(x)v′(x) ,

îòêúäåòî

u(x)v′(x) = [u(x)v(x)]′ − u
′(x)v(x) .

Ñúãëàñíî óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà �óíêöèÿòà u′(x)v(x) èìà ïðèìèòèâíà â èíòåðâàëà (a, b), à åäíà ïðèìèòèâíà íà

�óíêöèÿòà [u(x)v(x)]′ å u(x)v(x). Ñëåäîâàòåëíî �óíêöèÿòà u(x)v′(x) èìà ñúùî ïðèìèòèâíà â èíòåðâàëà (a, b),

òúé êàòî ïðåäñòàâëÿâà ðàçëèêà íà èíòåãðóåìè �óíêöèè, âæ. ñâîéñòâî 4. Ñïîðåä ñúùîòî ñâîéñòâî ïîñëåäíîòî

ðàâåíñòâî ìîæå ïî÷ëåííî äà ñå èíòåãðèðà. Òîâà èíòåãðèðàíå íè âîäè äî �îðìóëàòà (13).

Ïðèìåðè:

1. Çà äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà

∫

arctan xdx, ïîëàãàìå u = arctan x è v = x. Òîãàâà ïî

�îðìóëàòà (14) èìàìå

∫

arctan xdx = x arctan x−
∫

xd arctan x = x arctan x−
∫

x
1

1 + x2
dx

= x arctan x− 1

2

∫
(x2)′

1 + x2
dx = x arctan x− 1

2

∫
1

1 + x2
d(1 + x2)

= x arctan x− 1

2

∫
dt

t

∣
∣
∣
∣
t=1+x2

= x arctan x− 1

2
ln(1 + x2) + C .

Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè, îáà÷å, èçáîðúò v(x) = x íå å ïîäõîäÿù. Íàëàãà ñå ïðåäâàðèòåëíî ïîäõî-

äÿùà �óíêöèÿ äà ñå âíåñå ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà è òàêà äà îïðåäåëèì v(x).
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Çà èíòåãðàëè îò âèäà

∫

g(x) lnxdx,

∫

g(x) arcsinxdx,

∫

g(x) arctan xdx,

êúäåòî g(x) å äàäåíà �óíêöèÿ, �ðåöåïòàòà� å òàçè �óíêöèÿ ïðåäâàðèòåëíî äà ñå âíåñå ïîä çíàêà

íà äè�åðåíöèàëà.

2.

∫
lnx

x2
dx = −

∫ (
1

x

)′

lnxdx = −
∫

lnxd

(
1

x

)

= −
{
1

x
lnx−

∫
1

x
d lnx

}

= −1

x
lnx+

∫
1

x

1

x
dx = −1

x
lnx+

∫

x−2 dx = −1

x
lnx+

x−1

−1
+ C = − 1

x
(1 + lnx) + C .

Çà èíòåãðàëè îò âèäà

∫

P (x) emx+b dx,

∫

P (x) sin(mx+ b) dx è

∫

P (x) cos(mx+ b) dx,

êúäåòî P (x) å ïîëèíîì, à m è b ñà êîíñòàíòè, ðåöåïòàòà å ïîä çíàêà íà äè�åðåíöèàëà äà ñå âíåñàò

ñúîòâåòíî �óíêöèèòå emx+b, sin(mx+ b) è cos(mx+ b).

3.

∫

x e3x−1 dx =
1

3

∫

x e3x−1 d(3x− 1) =
1

3

∫

xde3x−1 =
1

3

{

x e3x−1 −
∫

e3x−1 dx

}

=
1

3

{

x e3x−1 − 1

3

∫

e3x−1 d(3x− 1)

}

=
1

3

{

x e3x−1 − 1

3

∫

et dt

∣
∣
∣
∣
t=3x−1

}

=
1

3

{

x e3x−1 − 1

3
e3x−1

}

+ C =
1

9
(3x− 1) e3x−1 + C .
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