
9. Ïðèëîæåíèå íà äè�åðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå

ïðè èçñëåäâàíå íà �óíêöèè

Ïðîèçâîäíèòå íà åäíà �óíêöèÿ ñúäúðæàò âàæíà èí�îðìàöèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà �óíêöèÿ-

òà è “�îðìàòà” íà íåéíàòà ãðà�èêà. Åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà íà ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíà

èçðàçÿâàò ñúùåñòâåíè ñâîéñòâà íà �óíêöèÿòà.

9.1. Èçñëåäâàíå íà �óíêöèÿ çà ìîíîòîííîñò. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å �óíêöèÿòà f(x)
å äè�åðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà ãðà�èêàòà íà f(x) èìà äîïèðàòåëíà âúâ âñÿêà ñâîÿ
òî÷êà M(x, f(x)), x ∈ (a, b) 1

. Äîïèðàòåëíèòå êúì ãðà�èêàòà, ïîêàçàíà íà �èã. 9.1à), ñêëþ÷âàò

ïîëîæèòåëåí úãúë α ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox, ò. å. 0 < α < π

2
. Òîâà îçíà÷àâà,

÷å ïðîèçâîäíàòà f ′(x) íà f(x) å ïîëîæèòåëíà â èíòåðâàëà (a, b). (Äà ñè ñïîìíèì, ÷å f ′(x) å

ðàâíà íà úãëîâèÿ êîå�èöèåíò m = tgα íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà M(x, f(x)), ò. å. f ′(x) =
tgα.) Îò ãðà�èêàòà ñå âèæäà, ÷å �óíêöèÿòà å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a, b).
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Ôèã. 9.1

Àíàëîãè÷íî, äîïèðàòåëíèòå êúì ãðà�èêàòà, ïîêàçàíà íà �èã. 9.1á), ñêëþ÷âàò îòðèöàòåëåí úãúë

α ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox, ò. å. −
π

2
< α < 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà

f(x) å îòðèöàòåëíà â èíòåðâàëà (a, b). Îò ãðà�èêà ñå âèæäà, ÷å �óíêöèÿòà å ñòðîãî ìîíîòîííî

íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a, b). Òåçè íàáëþäåíèÿ ñå ïîòâúðæäàâàò â ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.1 Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äè�åðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà:

à) Àêî f ′(x) > 0 â (a, b), òî f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a, b).

á) Ôóíêöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

f ′(x) ≥ 0 â (a, b).

â) Àêî f ′(x) < 0 â (a, b), òî f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a, b).

ã) Ôóíêöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
f ′(x) ≤ 0 â (a, b).

1

Ïîä úãúë α ìåæäó åäíà ïðàâà è ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox ùå ðàçáèðàìå îñòðèÿò úãúë ìåæäó ïðàâàòà

è ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà Ox, ïðèåìàéêè ãî çà ïîëîæèòåëåí, àêî òîé å îòëîæåí â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà (ò. å.

îáðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà) îò îñòà Ox, è îòðèöàòåëåí � â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Åòî çàùî −

π

2
< α < π

2
, àêî

ïðàâàòà íå å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñòà Ox.
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ä) Ôóíêöèÿòà f(x) å ïîñòîÿííà (êîíñòàíòà) â èíòåðâàëà (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-

ãàòî f ′(x) = 0 â (a, b).

Âåäíàãà ùå îòáåëåæèì, ÷å îáðàòíèòå òâúðäåíèÿ íà òâúðäåíèÿòà à) è â) íå ñà âåðíè, ò. å.

óñëîâèÿòà f ′(x) > 0 è f ′(x) < 0 â èíòåðâàëà (a, b) ñà ñàìî äîñòàòú÷íè (íå ñà íåîáõîäèìè) óñëîâèÿ
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Ôèã. 9.2

çà ñòðîãà ìîíîòîííîñò íà �óíêöèÿòà f(x) â òîçè èíòåð-

âàë. Íàïðèìåð, êóáè÷íàòà �óíêöèÿ f(x) = x3 å ñòðîãî

ðàñòÿùà â öÿëàòà ñè äå�èíèöèîííà îáëàñò � èíòåðâàëà

(−∞,+∞) (âæ. �èã. 9.2), íî ïðîèçâîäíàòà �è f ′(x) = 3x2

íå å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà â òîçè èíòåðâàë, òúé êàòî òÿ ñå

àíóëèðà â òî÷êàòà x = 0: f ′(0) = 0. Óñëîâèÿòà çà ïðî-

èçâîäíàòà f ′(x) â òâúðäåíèÿòà á), ã) è ä) ñà êàêòî äîñ-

òàòú÷íè, òàêà è íåîáõîäèìè çà ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà

�óíêöèÿòà f(x).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ ìî-

æåì ëåñíî è åëåãàíòíî äà äîêàæåì, ÷å óñëîâèÿòà çà ïðî-

èçâîäíàòà f ′(x) â òåîðåìà 9.1 ñà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà

ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà íà �óíêöèÿòà f(x) â òàçè òåîðåìà.

Íàèñòèíà, íåêà x1 è x2 ñà äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè îò èíòåð-

âàëà (a, b). Òúé êàòî �óíêöèÿòà f(x) e äè�åðåíöèðóåìà
â èíòåðâàëà (a, b) è èíòåðâàëúò [x1, x2] (èëè [x2, x1], àêî
x1 > x2) ñå ñúäúðæà â (a, b), òî çà f(x) ñà èçïúëíåíè óñëî-

âèÿòà íà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà òîçè èíòåðâàë. Ñëåäî-

âàòåëíî ñúùåñòâóâà òî÷êà c, íàìèðàùà ñå ìåæäó òî÷êèòå

x1 è x2, òàêàâà, ÷å

(9.1) f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

Íåêà ïúðâî ïðåäïîëîæèì, ÷å x1 < x2. Òîãàâà

x2 − x1 > 0. Àêî f ′(x) > 0 â (a, b), òî f ′(c) > 0, è îò

ðàâåíñòâîòî (9.1) âåäíàãà ñëåäâà, ÷å f(x2)− f(x1) > 0, èëè, åêâèâàëåíòíî f(x1) < f(x2). Íî òîâà
îçíà÷àâà, ÷å �óíêöèÿòà f(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â (a, b). Òàêà äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî à)
íà òåîðåìà 9.1. Àíàëîãè÷íî, àêî f ′(x) ≥ 0 â (a, b), ïîëó÷àâàìå, ÷å f(x1) ≤ f(x2), êîåòî îçíà÷àâà,

÷å �óíêöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â (a, b). Òàêà äîêàçàõìå äîñòàòú÷íîñòòà íà óñëîâèåòî

f ′(x) ≥ 0 â òâúðäåíèå á). Âúðõó äîêàçàòåëñòâîòî íà îáðàòíîòî òâúðäåíèå íÿìà äà ñå ñïèðàìå.

Íàïúëíî àíàëîãè÷íî ñå ðàçãëåæäàò è ñëó÷àèòå, êîãàòî f ′(x) < 0 è f ′(x) ≤ 0 â èíòåðâàëà (a, b).

Çà äà äîêàæåì ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå ä) íà òåîðåìà 9.1, äà �èêñèðàìå òî÷êàòà x1 è äà îñòàâèì

òî÷êàòà x2 äà ïðîáÿãâà èíòåðâàëà (a, b), îçíà÷àâàéêè ÿ ñ x, x2 = x. Òîãàâà, àêî f ′(x) = 0 â (a, b),
òî f ′(c) = 0, è îò ðàâåíñòâîòî (9.1) âåäíàãà ïîëó÷àâàìå, ÷å f(x) − f(x1) = 0, ò. å. f(x) = C çà

âñÿêî x ∈ (a, b), êúäåòî C = f(x1) å êîíñòàíòà. Îáðàòíîòî òâúðäåíèå, àêî f(x) = C â (a, b), òî
f ′(x) = 0 â (a, b), âå÷å óñòàíîâèõìå â òåìà 6.

9.2. Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà �óíêöèÿ. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äå�èíèðàíà â èíòåð-
âàëà (a, b) è òî÷êèòå x1 è x2 ñà òî÷êè îò òîçè èíòåðâàë.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Òî÷êàòà x1 ñå íàðè÷à òî÷êà íà ëîêàëåí (èëè îòíîñèòåëåí)

ìèíèìóì çà �óíêöèÿòà f(x), àêî ìîæå äà ñå íàìåðè îêîëíîñò

2 (α1, β1) íà òî÷êàòà x1,

2

Ïîä îêîëíîñò íà åäíà òî÷êà ñå ðàçáèðà îòâîðåí èíòåðâàë, ñúäúðæàù òàçè òî÷êà.
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Ôèã. 9.3

ñúäúðæàùà ñå â (a, b) è òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x

îò òàçè îêîëíîñò, ðàçëè÷íî îò x1, å â ñèëà

íåðàâåíñòâîòî

f(x) > f(x1).

Àíàëîãè÷íî, àêî ìîæå äà ñå íàìåðè îêîëíîñò

(α2, β2) íà òî÷êàòà x2, ñúäúðæàùà ñå â (a, b)
è òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x îò òàçè îêîëíîñò,

ðàçëè÷íî îò x2, å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

f(x) < f(x2),

òî òî÷êàòà x2 ñå íàðè÷à òî÷êà íà ëîêàëåí

(èëè îòíîñèòåëåí) ìàêñèìóì, âæ. �èã. 9.3.

Ñòîéíîñòòà f(x1) ñå íàðè÷à ëîêàëåí ìèíè-

ìóì íà �óíêöèÿòà f(x), à ñòîéíîñòòà f(x2)
� ëîêàëåí ìàêñèìóì íà f(x).

Òî÷êèòå íà ëîêàëåí ìèíèìóì è ìàêñèìóì çà �óíêöèÿòà ñå íàðè÷àò òî÷êè íà ëîêàëåí

åêñòðåìóì, à ñòîéíîñòèòå íà �óíêöèÿòà â òåçè òî÷êè � íåéíè ëîêàëíè åêñòðåìóìè. Äà

b

b

O a bx1 x2 x3 x4

y = f(x)

x

y

Ôèã. 9.4

îòáåëåæèì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé åäèí ëîêà-

ëåí ìèíèìóì íà �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿâà íàé-

ìàëêàòà �è ñòîéíîñò ñàìî â íÿêàêâà îêîëíîñò

íà òî÷êàòà íà ëîêàëåí ìèíèìóì, íî íå è â

öÿëàòà �è äå�èíèöèîííà îáëàñò. Àíàëîãè÷íà

çàáåëåæêà å â ñèëà è çà ëîêàëåí ìàêñèìóì íà

�óíêöèÿ. Íàïðèìåð, ëîêàëíèÿò ìèíèìóì â

òî÷êàòà x1 íà �óíêöèÿòà f(x), çàäàäåíà ãðà-

�è÷íî íà �èã. 9.4, å ïî-ãîëÿì îò ëîêàëíèÿò

ìàêñèìóì íà �óíêöèÿòà â òî÷êàòà x4. Ñú-

ùî òàêà, íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò (ãëîáàëíèÿò

ìàêñèìóì) íà òàçè �óíêöèÿ, ðàçãëåæäàíà â

çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b], ñå äîñòèãà â êðàÿ

a, à íàé-ìàëêàòà �è ñòîéíîñò (ãëîáàëíèÿò �è

ìèíèìóì) � â êðàÿ b íà èíòåðâàëà [a, b].
Îò �èã. 9.4 ñå âèæäà ñúùî, ÷å äîïèðà-

òåëíèòå êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà â

òî÷êèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà ëîêàëíè åêñòðå-

ìóìè íà �óíêöèÿòà, ñà óñïîðåäíè íà àáñöèñ-

íàòà îñ Ox. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å úãëîâèòå èì êîå�èöèåíòè ñà ðàâíè íà íóëà, êîåòî íà ñâîé ðåä

âîäè äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å ïðîèçâîäíàòà f ′(x) ñå àíóëèðà â òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Ìîæå

ñòðîãî äà ñå äîêàæå, ÷å òîâà âèçóàëíî óñòàíîâåíî ñâîéñòâî íà ïðîèçâîäíàòà å âÿðíî, êîãàòî òÿ

ñúùåñòâóâà.

Òåîðåìà 9.2. (Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.) Àêî �óíêöèÿòà f(x) å äè�åðåí-
öèðóåìà â òî÷êàòà x0 è òàçè òî÷êà å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà f(x), òî f ′(x0) = 0.

Òî÷êèòå, â êîèòî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà f ′(x) ñå àíóëèðà, ñå íàðè÷àò ñòàöèîíàðíè òî÷êè. Ñïî-

ðåä òåîðåìà 9.2 òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà äè�åðåíöèðóåìà �óíêöèÿ ñà ñòàöèîíàðíè òî÷-

êè. Íå âñÿêà ñòàöèîíàðíà òî÷êà, îáà÷å, å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ò. å. óñëîâèåòî f ′(x0) = 0
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å ñàìî íåîáõîäèìî, íî íå è äîñòàòú÷íî óñëîâèå òî÷êàòà x0 äà å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà

�óíêöèÿòà. Íàïðèìåð, òî÷êàòà x0 = 0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà êóáè÷íàòà �óíêöèÿ f(x) = x3,

íî òÿ íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, âæ. �èã. 9.2. Òàêàâà ñòàöèîíàðíà òî÷êà ñå íàðè÷à

íåóòðàëíà.

b

bc

O x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

y = f(x)

x

y

O x1

x2 x3

x4 x5
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x7 x8

y′ = f ′(x)

x
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bc

bc bc

bc

bc

bc

à)

á)

Ôèã. 9.5

Íÿêîè òî÷êè, â êîèòî �óíêöèÿòà íå å äè�åðåíöèðóåìà, ìîæå ñúùî äà ñà òî÷êè íà ëîêàëåí

åêñòðåìóì. Íàïðèìåð, çà �óíêöèÿòà f(x), çàäàäåíà ãðà�è÷íî íà �èã. 9.5a), òî÷êèòå x6 è x7 ñà

òî÷êè íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ìàêàð ÷å f(x) íå å äè�åðåíöèðóåìà â òåçè òî÷êè. Ñòàöèîíàðíèòå

òî÷êè è òî÷êèòå, â êîèòî �óíêöèÿòà íå å äè�åðåíöèðóåìà, ñå íàðè÷àò êðèòè÷íè òî÷êè èëè òî÷êè

íà âúçìîæåí åêñòðåìóì. Âñè÷êè òî÷êè, îçíà÷åíè íà �èã. 9.5a), ñà êðèòè÷íè òî÷êè, ïúðâèòå

òðè îò êîèòî (x1, x2 è x3) ñà ñòàöèîíàðíè. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî �óíêöèÿòà f(x) å ñòðîãî

ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â äîñòàòú÷íî ìàëêà ëÿâà �ïîëóîêîëíîñò� (α, x0) íà ñòàöèîíàðíà òî÷êà x0
è å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â äîñòàòú÷íî ìàëêà äÿñíà �ïîëóîêîëíîñò� (x0, β) íà òàçè òî÷êà,

èëè îáðàòíî, òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Òàêèâà ñà òî÷êèòå x1 è x2. Ñúùîòî

òâúðäåíèå å âÿðíî è çà òî÷êèòå, â êîèòî �óíêöèÿòà íå å äè�åðåíöèðóåìà, íî ïðè óñëîâèå, ÷å

òÿ å íåïðåêúñíàòà â òåçè òî÷êè. Òàêèâà ñà òî÷êèòå x6 è x7. Óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò å

ñúùåñòâåíî. Íàïðèìåð, ïðè ïðåìèíàâàíå ïðåç òî÷êàòà x4 ìîíîòîííîñòòà íà �óíêöèÿòà f(x) ñå
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ïðîìåíÿ, íî òÿ å ïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà. Âèæäà ñå, ÷å òÿ íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ïðè ïðåìèíàâàíåòî ïðåç íåóòðàëíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà x3 è òî÷êèòå x5 è x8 ìîíîòîííîñòòà íà

�óíêöèÿòà f(x) íå ñå ïðîìåíÿ. Òå íå ñà òî÷êè íà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Äà îòáåëåæèì, ÷å f(x) íå
å äè�åðåíöèðóåìà â òî÷êèòå x5 è x8, íî å íåïðåêúñíàòà â òåçè òî÷êè. (Ïî-òî÷íî, â òî÷êàòà x5
�óíêöèÿòà èìà áåçêðàéíà ïðîèçâîäíà, f ′(x5) = +∞.)

Ïîçîâàâàéêè ñå íà ïðèâåäåíèòå ïî-ãîðå àðãóìåíòè è äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ çà ñòðîãà ìîíîòîí-

íîñò íà �óíêöèÿ (òâúðäåíèÿ à) è â) íà òåîðåìà 9.1), ìîæåì ëåñíî äà äîñòèãíåì äî ñëåäíîòî

äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà.

Òåîðåìà 9.3. (Ïúðâî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.) Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å
äè�åðåíöèðóåìà â îêîëíîñò (α, β) íà òî÷êàòà x0 ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà ñàìàòà òî÷êà

x0, íî â êîÿòî �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà. Òîãàâà:

1. Àêî ïðè ïðåìèíàâàìå ïðåç òî÷êàòà x0 ïúðâàòà ïðîèçâîäíà f ′(x) ñìåíÿ çíàêà ñè, òî òî÷-

êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì; ïðè òîâà,

à) àêî f ′(x) < 0 â èíòåðâàëà (α, x0) è f ′(x) > 0 â èíòåðâàëà (x0, β), òî òî÷êàòà x0 å

òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì,

á) àêî f ′(x) > 0 â èíòåðâàëà (α, x0) è f ′(x) < 0 â èíòåðâàëà (x0, β), òî òî÷êàòà x0 å

òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

2. Àêî ïðè ïðåìèíàâàìå ïðåç òî÷êàòà x0 ïúðâàòà ïðîèçâîäíà f ′(x) íå ñìåíÿ çíàêà ñè, òî

òî÷êàòà x0 íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Íà �èã. 9.5á) å äàäåíà ãðà�èêàòà íà ïðîèçâîäíàòà f ′(x) íà �óíêöèÿòà f(x) îò �èã. 9.5à).

Âèæäà ñå, ÷å âèäúò íà êðèòè÷íèòå òî÷êè (áåç òî÷êàòà x4, â êîÿòî f(x) å ïðåêúñíàòà) ñúîòâåòñòâà
íà èçìåíåíèåòî íà çíàêà íà f ′(x) îêîëî òåçè òî÷êè â ñúãëàñèå ñ òåîðåìà 9.3.

Ïîíÿêîãà îïðåäåëÿíåòî íà çíàêà íà ïðîèçâîäíàòà f ′(x) îêîëî êðèòè÷íà òî÷êà x0 å ñâúðçàíî ñ

òåõíè÷åñêè òðóäíîñòè. Àêî êðèòè÷íàòà òî÷êà å ñòàöèîíàðíà, ò. å. f ′(x0) = 0, ìîæåì äà ïðîâåðèì

äàëè ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.4. (Âòîðî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.) Íåêà �óíêöèÿòà f(x) èìà
âòîðà ïðîèçâîäíà â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà x0. Òîãàâà:

à) Àêî f ′′(x0) > 0, òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì.

á) Àêî f ′′(x0) < 0, òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òåîðåìà 9.4 íå äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðå-

ìóì â ñëó÷àÿ, êîãàòî ñå îêàæå, ÷å f ′′(x0) = 0. Íàïðèìåð, çà êóáè÷íàòà �óíêöèÿ f(x) = x3 èìàìå

f ′′(x) = 6x è, â ÷àñòíîñò, f ′′(0) = 0. Êàêòî âå÷å îòáåëÿçàõìå, ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà x0 = 0 íå å

òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà f(x). Àíàëîãè÷íî, çà �óíêöèÿòà g(x) = x4 èìàìå g′(x) = 4x3,
g′′(x) = 12x2 è, â ÷àñòíîñò, g′(0) = 0 è g′′(0) = 0. Òî÷êàòà x0 = 0 å ñòàöèîíàðíà è çà �óíêöèÿòà

g(x), íî â òàçè òî÷êà òÿ èìà ëîêàëåí ìèíèìóì, âæ. �èã. 9.2. Èçñëåäâàíåòî çà ëîêàëåí åêñòðåìóì

ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåíî ÷ðåç ðàçãëåæäàíå íà ïðîèçâîäíè îò òðåòè è ïî-âèñîê ðåä â ñëó÷àÿ,

êîãàòî f ′′(x0) = 0 çà ñòàöèîíàðíà òî÷êà x0. Âúðõó òàêîâà ðàçãëåæäàíå òóê íÿìà äà ñå ñïèðàìå.

9.3. Èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò íà �óíêöèÿ. Èí�ëåêñíè òî÷êè. Íåêà �óí-

êöèÿòà f(x) å äè�åðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà ãðà�èêàòà íà f(x) èìà äîïèðàòåëíà,

íåïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñòà Ox, âúâ âñÿêà ñâîÿ òî÷êà M(x, f(x)) ïðè x ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à èçïúêíàëà (èçïúêíàëà îòäîëó èëè âäëúáíàòà

îòãîðå) â èíòåðâàëà (a, b), àêî ãðà�èêàòà è â òîçè èíòåðâàë ñå íàìèðà íàä âñÿêà ñâîÿ äîïèðà-

òåëíà, âæ. �èã. (9.6). Àíàëîãè÷íî, àêî òàçè ãðà�èêà ñå íàìèðà ïîä âñÿêà ñâîÿ äîïèðàòåëíà,
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bc
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O x1 x x2

M

y = f(x)

x

y

α1

α
α2

ℓ
ℓ2

ℓ1

Ôèã. 9.6

�óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à âäëúáíàòà
(èçïúêíàëà îòãîðå èëè âäëúáíàòà íà-

äîëó) â èíòåðâàëà (a, b), âæ. �èã.

(9.7). È â äâàòà ñëó÷àÿ ùå ïðåäïîëà-

ãàìå, ÷å íà äîïèðàòåëíàòà â ïðîèçâîë-

íà òî÷êà M(x, f(x)) ëåæè åäèíñòâåíî3

ñàìàòà òî÷êà M(x, f(x)) îò ãðà�èêàòà
íà �óíêöèÿòà, x ∈ (a, b) .

Íåêà x1 è x2 ñà äâå ïðîèçâîëíè

òî÷êè îò èíòåðâàëà (a, b), çà êîèòî

x1 < x2, è íåêà α1 è α2 ñà ñúîòâåòíè-

òå úãëè, êîèòî äîïèðàòåëíèòå ℓ1 è ℓ2 â

òî÷êèòå M1(x1, f(x1)) è M2(x2, f(x2))
ñêëþ÷âàò ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà

îñòà Ox. Çàáåëÿçâàìå, ÷å â ñëó÷àÿ

íà èçïúêíàëà �óíêöèÿ (�èã. 9.6)

äîïèðàòåëíàòà ℓ êúì ãðà�èêàòà �è â

òî÷êàòà M(x, f(x)) ñå çàâúðòà â ïî-

ñîêà îáðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåë-

êà ïðè äâèæåíèåòî íà òî÷êàòà îòëÿ-

âî íàäÿñíî, ò. å. ïðè íàðàñòâàíåòî

íà x. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å úãúëúò α, êîéòî äîïèðàòåëíàòà ℓ ñêëþ÷âà ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñî-

êà íà îñòà Ox, å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà �óíêöèÿ íà x. Ñëåäîâàòåëíî α1 < α2. Òúé

êàòî �óíêöèÿòà m = tgα å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà

(
−π

2
, π
2

)
, òî çà úãëîâèòå

bc

bc

bc

O x1 x x2

M

y = f(x)

x

y

α α1

α2

ℓ

ℓ1
ℓ2

Ôèã. 9.7

êîå�èöèåíòè m1 = tgα1 è m2 = tgα2 íà ℓ1 è ℓ2 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî m1 < m2. Íî f ′(x1) = m1 è

3

Ïîíÿêîãà â ëèòåðàòóðàòà òîâà óñëîâèå íå ñå èçèñêâà, ò. å. äîïóñêà ñå òî÷êè (ïîâå÷å îò åäíà) îò ãðà�èêàòà íà

f(x) äà ëåæàò íà äîïèðàòåëíà êúì íåÿ. Â òàêúâ ñëó÷àé ãðà�èêàòà íà f(x) ìîæå äà èìà ïðàâîëèíåéíè ó÷àñòúöè.

Ïðè íàøåòî ïðåäïîëîæåíèå �óíêöèÿòà ñå íàðè÷à îùå ñòðîãî (èëè èñòèíñêè) èçïúêíàëà è ñúîòâåòíî ñòðîãî (èëè

èñòèíñêè) âäëúáíàòà.
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f ′(x2) = m2. Ñëåäîâàòåëíî f ′(x1) < f ′(x2), ò. å. ïðîèçâîäíàòà f ′(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà

�óíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b). Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àÿ íà âäëúáíàòà �óíêöèÿ (�èã. 9.7) äîïèðàòåë-

íàòà ℓ êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà â òî÷êàòà M(x, f(x)) ñå çàâúðòà â ïîñîêà íà ÷àñîâíèêîâàòà

ñòðåëêà ïðè íàðàñòâàíåòî íà x, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å úãúëúò α å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà �óí-

êöèÿ íà x, ò. å. α1 > α2. Îòòóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å f ′(x1) > f ′(x2), ò. å. ïðîèçâîäíàòà f ′(x) å
ñúùî ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà �óíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b). Ìîæå ñòðîãî äà ñå äîêàæå, ÷å

îïðåäåëåíèå 9.2 ìîæå äà ñå ïðå�îðìóëèðà â ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíà �îðìà.

Îïðåäåëåíèå 9.2

∗
. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äè�åðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òÿ ñå íàðè÷à

èçïúêíàëà â èíòåðâàëà (a, b), àêî ïðîèçâîäíàòà è f ′(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà �óíêöèÿ â

òîçè èíòåðâàë. Àíàëîãè÷íî, �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (a, b), àêî òàì
f ′(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà �óíêöèÿ.

Ñúãëàñíî òîâà îïðåäåëåíèå èçñëåäâàíåòî íà åäíà �óíêöèÿ f(x) çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò
ñå ñâåæäà äî èçñëåäâàíåòî çà ñòðîãà ìîíîòîííîñò íà ïúðâàòà è ïðîèçâîäíà f ′(x) � ñêîðîñòòà íà

èçìåíåíèå íà �óíêöèÿòà f(x). Ñúãëàñíî òâúðäåíèÿ à) è â) íà òåîðåìà 9.1 çà òîâà èçñëåäâàíå

å äîñòàòú÷íî äà èçñëåäâàìå çíàêà íà ïðîèçâîäíàòà íà f ′(x), ò. å. âòîðàòà ïðîèçâîäíà f ′′(x) =
[f ′(x)]′ íà f(x), ïðåäñòàâëÿâàùà ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ñêîðîñòòà f ′(x) � óñêîðåíèåòî íà

èçìåíåíèå íà �óíêöèÿòà f(x). Äà �îðìóëèðàìå ñúîòâåòíèÿ ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 9.5. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äâà ïúòè äè�åðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà:

a) Àêî f ′′(x) > 0 â (a, b), òî f(x) å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà (a, b).

á) Àêî f ′′(x) < 0 â (a, b), òî f(x) å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (a, b).

Êàêòî ñëåäâà äà î÷àêâàìå, òàçè òåîðåìà äàâà ñàìî äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà èçïúêíàëîñò è

âäëúáíàòîñò íà �óíêöèÿ. Íàïðèìåð �óíêöèÿòà g(x) = x4 å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà (−∞,+∞)
(âæ. �èã. 9.2), íî g′(x) = 4x3, g′′(x) = 12x2 è, â ÷àñòíîñò, g′′(0) = 0, ò. å. ìîæåì ñàìî äà òâúðäèì,

÷å g′′(x) ≥ 0 â (−∞,+∞).

Îïðåäåëåíèå 9.3. Òî÷êàòà x0 îò èíòåðâàëà (a, b) ñå íàðè÷à èí�ëåêñíà òî÷êà çà �óíêöèÿ-
òà f(x), àêî ïðè ïðåìèíàâàíåòî ïðåç êîÿòî èçïúêíàëîñòòà íà �óíêöèÿòà ñå ñìåíÿ ñ âäëúáíà-

òîñò èëè îáðàòíî. Ñúîòâåòíàòà òî÷êà M0(x0, f(x0)) ñå íàðè÷à èí�ëåêñíà òî÷êà íà ãðà�èêàòà
íà �óíêöèÿòà f(x), âæ. �èã. 9.8.

bc

O x0

M0

y = f(x)

x

y

à)

bc

O x0

M0

y = f(x)

x

y

á)

Ôèã. 9.8

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ãðà�èêàòà íà f(x) ñå ðàçäåëÿ îò äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà M0 íà äâå

÷àñòè, ðàçïîëîæåíè îò äâåòå ñòðàíè íà òàçè äîïèðàòåëíà. Òúé êàòî îòëÿâî íà èí�ëåêñíà òî÷êà
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x0 è äîñòàòú÷íî áëèçî äî íåÿ ïúðâàòà ïðîèçâîäíà f ′(x) å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà (ïðè èç-

ïúêíàëîñò), à îòäÿñíî íà x0 � ñòðîãî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà (ïðè âäëúáíàòîñò), èëè îáðàòíî,

òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ïðîèçâîäíàòà f ′(x). Åòî çàùî ìîæåì ëåñíî äà

ïðåíåñåì ðåçóëòàòèòå îò ò. 9.2 çà èí�ëåêñíèòå òî÷êè. Â ÷àñòíîñò, ñëåä ëåêà ìîäè�èêàöèÿ íà

òåîðåìà 9.3 ùå ïîëó÷èì ñëåäíîòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà èí�ëåêñèÿ â òî÷êàòà x0.

Òåîðåìà 9.6. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äâà ïúòè äè�åðåíöèðóåìà â îêîëíîñò (α, β) íà òî÷-

êàòà x0 ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà ñàìàòà òî÷êà x0, íî ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà èìà äîïè-

ðàòåëíà â òî÷êàòà M0(x0, f(x0). Òîãàâà:
a) Àêî ïðè ïðåìèíàâàíå ïðåç òî÷êàòà x0 âòîðàòà ïðîèçâîäíà f ′′(x) ñìåíÿ çíàêà ñè, òî

òî÷êàòà x0 å èí�ëåêñíà òî÷êà çà f(x).
á) Àêî ïðè ïðåìèíàâàíå ïðåç òî÷êàòà x0 âòîðàòà ïðîèçâîäíà f ′′(x) íå ñìåíÿ çíàêà ñè, òî

òî÷êàòà x0 íå å èí�ëåêñíà òî÷êà çà f(x).
Íàé-ïðîñòèÿò ïðèìåð íà �óíêöèÿ ñ èí�ëåêñíà òî÷êà å êóáè÷íàòà �óíêöèÿ f(x) = x3. Çà

âòîðàòà è ïðîèçâîäíà f ′′(x) = 6x èìàìå f ′′(x) < 0 â èíòåðâàëà (−∞, 0) è f ′′(x) > 0 â èíòåð-

âàëà (0,+∞). Ñëåäîâàòåëíî êóáè÷íàòà �óíêöèÿ å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (−∞, 0) è å èçïúê-

íàëà â èíòåðâàëà (0,+∞). Ïðè ïðåìèíàâàíåòî ïðåç òî÷êàòà x0 = 0 âòîðàòà ïðîèçâîäíà f ′′(x)
ñìåíÿ çíàêà ñè, îòêúäåòî �îðìàëíî ñëåäâà, ÷å òàçè òî÷êà å èí�ëåêñíà òî÷êà çà �óíêöèÿòà,

âæ. �èã. 9.2.
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